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ПЛАНИМЕТРИЯ

§ 1. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРОСТЕЙШИХ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФИГУР

Геометрия — это наука о свойствах геометрических фи
гур. Слово «геометрия» — греческое, в переводе на русский 
язык означает «землемерие». Такое название связано с при
менением геометрии для измерений на местности.

Примеры геометрических фигур: треугольник, квадрат, 
окружность (рис. 1 ).

Геометрические фигуры бывают весьма разнообразна т. 
Часть любой геометрической фигуры является геометриче
ской фигурой. Объединение нескольких геометрических фи
гур есть снова геометрическая фигура. Н а риегяке 2 фигура 
слева состоит из треугольника и трех квадратов, а фи
гура справа состоит из окружности и частей окружности. 
Всякую геометрическую фигуру мы представляем себе со
ставленной из точек.

Геометрия, которая изучается в школе, называется евкли
довой, по имени древнегреческого ученого Евклида (1Т1 век 
до н. э.), создавшего замечательное руководство по матема
тике под наз занием «Начала». В течение длительного времени 
геометрию изучали по этой книге.

Мы начнем изучение геометрии с планиметрии. П лани
метрия — это раздел геометрии, в котором изучаются фигу-. 
ры на плоскос-’и.

Рис. 1 Рис. 2
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ТОЧКА И ПРЯМАЯ
Основными геометрическими фигурами на плоскости яв

ляются точка и прямая. Н а чертеж точки и прямые нано
сятся остро отточенным карандашом. Д ля построения прямых 
пользуются линейкой. Точки принято обозначать прописны
ми латинскими буквами: А , В , С, П , ... . Прямые обознача
ются строчными латинскими буквами: а, Ь, с, й, ... .

Н а рисунке 3 вы видите точку А  и прямую а.

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРИНАДЛЕЖНОСТИ ТОЧЕК 
И ПРЯМЫХ

Рис. 3

Посмотрите на рисунок 4. Вы видите прямые а, Ъ и точ
ки А , В , С. Точки А  и С лежат на прямой а. Можно сказать 
также, что точки А  и С принадлежат прямой с  или что пря
мая а проходит через точки А и С.

Точка В лежит на прямой Ь. Она не лежит на пря
мой а. Точка С лежит и на прямой а, и на прямой Ь. 
Прямые а и Ъ пересекаются в точке С. Точка С является точкой

пересечения прямых а и 6.
Н а рисунке 5 вы видите, как с по

мощью линейки строится прямая, про
ходящая через две заданные точки 
А и В.

О с н о в н ы м и  с в о й с т в а м и  
принадлежности точек и прямых на 
плоскости мы будем называть следую
щие два свойства:

11 . Какова бы ни была прямая, су
ществуют точки, принадлежащие этой 
прямой, и точки, не принадлежа
щие ей.

12. Через любые две точки можно 
провести прямую, и только одну.

Прямую можно обозначать двумя 
точками, лежащими на ней. Например , 
прямую а на рисунке 4 можно обо
значить АС , а прямую Ь можно обозна- 

Рис. 5 чить ВС.
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Могут ли д 1е различные прямые иметь более одной точки 
пересечения? Не могут. Если бы они имели две точки пересе
чения, то через зги точки проходили Зы две различные пря
мые. А это невозможно, так как  через две точки проходит 
только одна прямая. Таким образом, получается следующее 
свойство:

1.1. Две различные прямые либо не пересекаются, либо пе
ресекаются только в одной точке.

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ВЗАИМНОГО РАСПОЛОЖЕНИЯ ТОЧЕК 
НА ПРЯМОЙ И НА ПЛОСКОСТИ

Посмотрите на рисунок 6. Вы видите прямую а и три точ
ки А , В , С на этой прямой. Точка В  лежи*' между точками А  
и С, она оазделяетп точки А  и  С. Можно также сказать, что 
то тки А и С лежат по разные стороны от точки В. Точки А и В 
лежат по одну сторону от точки С, они не разделяются точ
кой С. Точки В и С лежат по одну сторону от точки А.

Отрезком называется часть прямой, которая состоит из 
всех точек этой прямой, лежащих меж
ду двумя данными ее точками. Эти 
точки называются концами отрезка.
Отрезок обозначается указанием его 
концов. Когда гозорят или пишут:
«отрезок АВ», то подразумевают отре
зок с концами в точках А и В.

Н а рисунке 7 вы видите отрезок АВ.
Он является частью прямой АВ. Эта 
часть прямой выделена жирной ли
нией. Точка X  прямой лежит между 
точками А и В. Поэтому она принадле
жит отрезку АВ. Точка X  не лежит меж
ду точками А  и В . Поэтому она не при
надлежит отрезку АВ.

Посмотрите на рисунок 8. Прямая 
а разбивает плоскость на две полу
плоскости. Это разбиение обладает 
следующим свойством. Если концы ка
кого-нибудь отрезка принадлежат одной 
полуплоскости, то отрезок не пересека-

У
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етгя с прямой. Если концы отрезка принадлежат разным по
луплоскостям, то отрезок пересекается с прямой. Н а рисун
ке 8 точки А  и В  лежат в одной из полуплоскостей, 
на которые прямая а разбивает плоскость. Поэтому отрезок 
А В  не Пересе «аегся с прямой а. Точки С и I)  принадлежат 
разным полуплоскостям. Поэтому отрезок С В  пересекает 
прямую а.

О с н о в н ы м и  с в о й с т в а м и  расположения точек 
на прямой и на плоскости мы будем называть следующее 
свойства:

П]. Из трех точек на прямой одна и только одна гежит 
между двумя другими.

Нг- Прямая разбивает плоскость на две полуплоскости.
З а д а ч а  (9). Даны прямая и три точки А , В , С, не ле

жащие на этой прямой. Известно, что отрезок А В  пересекает 
прямую, а отрезок АС  не пересе-сает ее. Пересекает ли пря
мую отрезок ВС? 05т ясните ответ.

Р е ш е н и е .  П рямая разбивает плоскость на две полу
плоскости. Точка А  принадлежит одной из них. Отрезок АС  
не пересекает прямую. Значит, точка С лежит в той же полу
плоскости, что и точна А . Отрезок А В  пересекает прямую. 
Значит, точка В лежит в другой полуплоскости. Таким обра
зом, точки В и С лежат в разных полуплоскостях. А это зна
чит, что отрезок ВС пересекает нашу прямую.

Полупрямой или лучом называется часть прямой, которая 
состоит из всех точек этой прямой, лежащтгх по одну сторону 
от данной ее точки. Эта точка называется начальной течкой 
полупрямой. Различные полупрямые одной и той же примой с 
общей начальной точкой называются дополнительными.

Н а рисунке 9 гы видите прямую а и точку А  на ней. Точка 
А разбивает прямую а на две полупрямые. Одна из них выде

лена жирной линией, а  другая — 
тонкой.

Полупрямые обозначаются строч
ными латинскими буквами. Можно 
обозначать полупрямую двумя точка
ми: начальной и еще какой-нибудь 
течкой, принадлежащей полупрямой. 

Рис. 8 При этом начальная точка ставится на
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первом месте. Например, полупрямую, которая выделена жир
ной линией на рисунке 9, можно обозначить А В .

З а д а ч а  (13). Н а отрезке А В  взята то^ка С. Среди полу
прямых А В , АС, С А  и СВ  назовите пары совпадающих полу
прямых, дополнительных полупрямых. Объясните ответ.

Р е ш е н и е .  Данные полупрямые имеют начальной точ
кой либо точку А , либо точку С. Рассмотрим сначала полу
прямые с начальной точкой А  (полупрямые А В  и АС). Точка С 
лежит между точками А  и В , так как по условию задачи она 
принадлежит отрезку А В . Значит, точка А  не лежит между 
точками В  и  С, т. е. точки В и С лежат по одну сторону от 
точки А . Поэтому полупрямые А В  и АС  совпадающие.

Рассмотрим теперь полупрямые с начальной точкой С 
(полупрямые С А  и СВ). Точка С разделяет точки А  и В. По
этому точки Л и В не могут принадлежать одной полупрямой, 
а значит, полупрямые С А  и СВ дополнительные.

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ИЗМЕРЕНИЯ ОТРЕЗКОВ И УГЛОВ

Д ля измерения отрезков применяются различные изме
рительные инструменты. Простейшим таким инструментом 
является линейка с делениями на ней. Н а рисунке 10 отрезок 
А В  равен 10 см, отрезок АС  равен 6 см, а отрезок ВС  равен 
4 см. Д лина отрезка А В  равна сумме длин отрезков А С  и ВС.

О с н о в н ы м и  с в о й с т в а м и  измерения отрезков 
мы будем называть следующие свойства:

Ш(. Каждый отрезок имеет определенную длину, большую  
нуля. Д лина отрезка равна сумме длин частей, на которые он 
разбивается любой его точкой.

Это значит, что если на отрезке А В  взять любую точку С, 
то длина отрезка А В  равна сумме длин отрезков АС  и ВС. 
Длину отрезка А В  называют также расстоянием между точ
ками А  и В.

З а д а ч а  (16). Три точки А , В , С лежат на одной прямой. 
Известно, что А В  =  4,3 см,
АС  =  7,5 см, ВС  =  3,2 см.
Может ли точка А  лежать 
между точками В и С? Может 
ли точка С лежать между точ Рис. 10
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Рис. 12

Рис. 13

ками А и Б? К акая  из трах 
точек А, 3 , С л е ж и т  между 
двумя другими?

Р е ш е н и е .  Если точка 
А лежит между точками 3  и 
С, то по свойству измерения 
отрезков должно быть: А В  +  
+  АС =  ВС. Но 4,3 +  7,5 Ф  
Ф  3,2. Значит, точка А не ле
жит между точками В и С.

Если точка С лежит между 
точками А  и. В , то должно 
быть: АС  +  ВС =  А В . Но 
7,5 +  3,2 ф  4,3. Значит, точ
ка С не лежит между точка
ми А и Б.

Из трех точек на прямой 
А , В, С одна точка лежит 
между двумя другими. Зна
чит, этой точкой является Б .

Углом называется фигура, которая состоит из двух раз
личных полупрямых с общей начальной точкой. Эта точка 
на; ывается вершиной угла , а  полупрямые — сторонами угла. 
Если стороны угла являются дополнительными полупрямы
ми одной прямой, то угол называется развернутым.

На рисунке 11 вы видите угол с вершиной О и сторонам]! 
с , Ь. Угол обозначается либо указанием его вершины, либг 
ук! панием его сторон, либо указанием трех точек: вершины 
и  двух точек на сторонах угла. Слово «угол» иногда заменя
ют значком А.. Угол на рисунке 11 можно обозначить тре ля 
способами: А. О, А. (об), А.АОБ. В третьем способе обозначе
ния угла буква, обозначающая вершину, ставится по
середине.

Посмотрите на рисунок 12. Мы будем говорить, что луч с 
проходит между сторонами угла (аЬ), если он исходит из его 
вершины и пересекает какой-нибудь отрезок с концами на 
сторонах угла.

В случае развернутого угла мы считаем, что л ю б о й  
л у ч ,  исходящий из его вершины и отличный от его сторон, 
проходит между сторонами угла.
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Углы измеряются в градусах при помощи транспортира. 
Н а рисунке 13 угол (аЪ) равен 120°, полупрямая с проходит 
между сторонами угла (аЬ). Угол (ас) равен 90% а угол (Ъс) 
равен 30°. Угол (аЪ) равен сумме углов (ас) и (Ъс).

О с н о в н ы м и  с в о й с т в а м и  измерения углов мы 
будем называть следующие свойства:

Ш 2. Каждый угол имеет определенную градусную меру, 
большую нуля. Развернутый угол равен 180°. Градусная мера 
угла равна сумме градусных мер углов, на которые он разби
вается любым лучом, проходящим между его сторонами.

Это значит, что если луч с проходит между сторонами угла 
(ад), то угол (ад) равен сумме углов (ас) и (Ъс).

З а д а ч а  (28). Может ли луч с проходить между сторо
нами угла (аЬ), если А.(ас) =  30°, А  (сд) =  80% А (аЪ ) — 50°?

Р е ш е н и е .  Если луч с проходит между сторонами - 
угла (аЬ), то по свойству измерения углов должно быть: 

(ас) %- А  (сЪ) =  А. (аЬ). Но 30° +  80° ф  50°. Значит, луч с 
не может проходить между сторонами угла (аЪ).

ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОТКЛАДЫВАНИЯ ОТРЕЗКОВ И УГЛОВ

На рисунке 14 показано, 
как с помощью линейки на 
полупрямой а с начальной 
точкой А  можно отложить 
отрезок данной длины (3 см).

Посмотрите на рисунок 15.
Полупрямая а, будучи про
должена за начальную точку 
А , разбивает плоскость на две 
полуплоскости. Н а рисунке 
показано, как  с помощью 
транспортира отложить от по
лупрямой а  в верхнюю полу
плоскость угол с данной гра
дусной мерой (60°).

О с н о в н ы м и  с в о й 
с т в а м и  откладывания от
резков и углов мы будем 
называть следующие свойства:

Рис. 14

Рис. 15
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ГУ|. На любой полупрямой от ее начально X точки мозкно 
отложить отрезок заданной длины, и  только один.

ГУ.-. От любой полупрямой в заданную полуплоскость ггож- 
но отложить угол с заданной градусной мерой, меньшей 180?, 
и только один.

З а д а ч а  (35). Н а луче А В  отложен отрезок А С , мень- 
>чий отрезка А В . К акая  и з трех то°ек А , В , С л е ж и т  между 
двумя другими? Объясните ответ.

Р е ш е н и е .  Так как точки В  и С лежат на одной полу
прямой с начальной точкой А ,  то они не разделяются точкой 
А ,  т. е. точка А  не лежит между точками В  и  С. Ыожет ли 
точка В  лежать между точками А и С? Если бы она лежала 
между точками А и С, то было бы А В  +  ВС  =  АС. Но это 
невозможно, так как по условию отрезок АС меньше отрезка
А В . Значит, точка В  не лежит между точками А и С. Из трех 
точек А, В , С одна лежит между двумя другими. Поэтому 
гзчка С лежит между точками А и Б .

СУЩЕСТВОВАНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКА, РАВНОГО ДАННОМУ

Треугольником  называется фигура, которая состоит из 
трех точек, не ле «ащих на одной прямой, и трех отрезков, 
попарно соединяющих эти точки. Точки называются верши
нами треугольника, а  отрезки — его сторонами. Н а рисун
ке 16 вы видите треугольник с вершинами А , Б , С и сторо
нами А В , ВС, АС . Треугольник обозначается указанием его 
вершин. Вместо слова «треугольник* иногда употребляют 
значок Д . Например, треугольник на рисунке 16 обознача
ется так: А А В С .

Углом треугольника А В С  при вершине А называется угол,

* С с,
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образованный полупрямыми А В  и АС, Так же определяются 
углы треугольника при вершинах В а С.

Д ва отрезка называются равными, если они имеют одина
ковую длину. Д ва угла называются равными, если они имеют 
одинаковую угловую меру в градусах. Треугольники ЛВС  
и А 1В 1С1 называются равными, если у них А. А  — А. А х, 
А .В  =  Д В „  А -С  =  А. Сг, А В  =  А гВ 1г ВС  =  В & ,  АС  =  
=  АхСу. Кратко эю  выражают словами: треугольники равны , 
если у  них соответствующие стороны и соответствующие уг
лы  ра<°ны.

Н а рисунке 17 вы видите два равных треугольника: АВС  
и А±В1С1. У них А. А  — Д  А а, А. В  =  А- В 1, А. С =  А. С1г 
А В  =  А гВ  , ВС  =  В 1С1, АС  =  А 1С1. Н а чертеже равные от
резки обычно отмечают одной, двумя ш и тремя черточками, а 
равные углы — одной, двумя или тремя дужками.

Д ля  обозначения равенства треугольников используется 
обыгаый знак равенства: = .  Запись А  А В С  =  А А 1В 1С1 чи
тается: «Треугольник АВ С  равен треугольнику А^В^Су*. 
При этом имеет значение порядок, в котором записываются 
вершины треугольника. Равенство А  А В С  — А  А 1В 1С1 озна
чает, что Д А  =  Д А ] ,Д  В  =  Д В и  ... .А равенство А А В С  =  
=  А В - А 1С1 означает уже совсем другое: Д А  =  Д  В 1г Д  В  =  

■ А— ... .
З а д а ч а  (43). Треугольники А В С  и Р(}Н равны. Извест

но, что сторона А В  равна 10 м, а угол С равен 90°. Чему рав
ны сторона Р(2 и угол К? Объясните ответ.

Р е ш е н и е .  Так как треугольники АВС  и РОВ  равны, 
то у них Д С  =  Д  В , А В  -  РЯ. Значит, Р ^  =  10 м, Д К  =  
=  90°.

Пусть мы имеем треугольник А В С  и луч а (рис. 18). Пере
местим треугольник А В С  так, чтобы его вершина А совмести
лась с началом луча а, вершина В  попала на луч а, а вершина 
С оказалась в заданной по
луплоскости, определяемой глучом а и его прс должени- уГ
ем. Вершины нашего тре- 
угольника в этом новом
положении обозначим А*, Л ----- 1-----
В\_, С1ш Треугольник Л 1В1С1 рис. 18
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равен треугольнику АВС . Существование треугольника 
А^В^Сц равного треугольнику А В С  и расположенного ука
занным образом относительно заданного луча а, мы относим 
к  числу о с н о в н ы х  с в о й с т в  простейших фигур. 
Это свойство мы будем формулировать так:

1 У3. Какое бы ни был треугольник, существует равный 
ему треугольник в заданном расположении относительно дан
ной полупрямой.

Две прямые на плоскости называются параллельными, если 
они не пересекаются. При этом прямые считаются неограни
ченно продолженными в обоих направлениях.

Н а рисунке 19 показано, как с помощью угольника и ли
нейки провести через данную точку В  прямую Ь, параллель
ную данной прямой а.

Д ля обозначения параллельности прямыт используется 
значок ||. Запись а || Ь читается: «Прямая а параллелььа 
прямой Ь».

О с н о в н о е  с в о й с т в о  параллельных прямых со-

ОСНОВНОЕ СВОЙСТВО ПАРАЛЛЕЛЬНЬХ ПРЯМЫХ

О
стоит в следующем:

' ' ' в  ь

V. Через точку, не лежащую на дан
ной прямой, можно провести на плос
кости не более одной прямой, парал
лельной данной.

З а д а ч а  (45). Может ли прямая, 
пересекающая одну из двух параллель
ных прямых, не пересекать другую? 
Объясните ответ.

Рис. 19 Р е ш е н и е .  Обозначим через 
а и Ъ две параллельные прямые, 
а через с обозначим прямую, 
пересекающую одну из прячых а или 
Ь, например а. Обозначим через А точку 
пересечения прямых а  и с (рис. 20). Ес
ли бы прямая с не пересекала прямую 
Ь, то через точку А  проходили бы две 
прямые, не пересекающие прямую Ь:Рис. 20
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прямая а и  прямая с. Но по свойству параллельных прямых 
это невозможно. Значит, прямая с, пересекая прямую а, 
должна пересекать и прямую Ь.

АКСИОМЫ, ТЕОРЕМЫ И ДОКАЗАТЕЛЬСТВА

Правильность утверждения о свойстве той или иной 
геометрической фигуры устанавливается путем рассуждения. 
Это рассуждение называется доказательством. Предложение, 
выражающее свойство геометрической фигуры, которое до
казывается, называется теоремой. Приведем пример.

Т е о р е м а  1.2. Если прямая, не проходящая ни через од
ну из вершин треугольника, пересекает одну из его сторон, то 
она пересекает только одну из двух других сторон.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть прямая а не проходит 
ни через одну из вершин треугольника А В С  и пересекает его 
сторону А В  (рис. 21). П рямая а разбивает плоскость на две 
полуплоскости. Точки А и В лежат в разных полуплоскостях, 
так как отрезок А В  пересекается с прямой а. Точка С лежит 
в одной из этих полуплоскостей. Если точка С лежит в одной 
полуплоскости с точкой А, то отрезок АС  не пересекается с 
прямой а, а отрезок ВС  пересекается с этой прямой (рис. 21, а). 
Если точка С лежит в одной полуплоскости с точкой В, то 
отрезок АС  пересекается с прямой с, а отрезок ВС  не Пересе* 
кается (рис. 21, б). В обоих случаях прямая а пересекает толь
ко один из отрезков АС  или ВС. Вот и все доказательство.

Основные свойства простейших фигур, сформулированные 
в данном параграфе, являются отправными в доказательствах 
других свойств. Основные свойства не до
казываются и называются аксиомами. с

При доказательстве теорем разреша
ется пользоваться основными свойства
ми простейших фигур, т. е. аксиомами, 
а также свойствами, уже доказанными, 
т. е. доказанными теоремами. Никакими 
Другими свойствами фигур, даже если они 
нам каж утся очевидными, пользоваться 
нельзя.

При доказательстве теорем разреша
ется пользоваться чертежом как геомет
рической записью того, что мы выражаем Рис. 21
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словами. Не разрешаемся использэзать в рассуждении свой
ства фигуры, видные на чертеже, если мы не можем обосно
вать их, опираясь на аксиомы и теоремы, доказанные ранее.

Формулировка теоремы обычно состоит из двух частей. 
3  одной части говорится о том, что дано. Эта часть называется 
условием теоръды. В другой части говорится о том, что долж
но быть доказано. Эта часть называется заключением теоре
мы. Условие теоремы 1.2 состоит в том, что прямая не прог.о- 
дит яи через одлу из вершин треугольника и пересекает одну 
из его сторон. Заключение теоремы состоит в том, что эта 
прямая пересекает только одну из двух других сторон тре
угольника.

В геометрии наряду с такими словами, как аксиома и тео
рема, используется также слозо «определение». Д ать опреде
ление чему-либо — значит объяснить, что это такое. Напри
мер, говорят: «Дайте определение треугольника*. Н а это от
вечают: «Треугольником называется фигура, которая состоит 
из трех точек, не лежащих на одной прямой, и трех отрезков, 
попарно соединяющих эти точки». Другой пример: «Дайте 
определение параллельных прямых». Отзечаем: «Прямые на- 
зыва еотся параллельными, если они не пересекаются». Вы 
уже знаете определения равенства отрезков, равенства углов 
и треугольников.

ВОПРОСЫ д л я  ПОВТОРЕНИЯ

1. Что такое геометрия?
2. Приведите примеры геометрических фигур.
3. Что такое планиметрия?
4. Назовите основные геометрические фигуры на плоскости.
5. Каким чертежным инструментом пользуются для прове

дения прямых?
6. К ак обозначаются точки и прямые?
7. Какие точки, отмеч энные на рисунке 4, лежат на прямой а, 

какие точки — на прямой 6? В какой точке прямые а и 
Ь пересекаются?

8. Сформулируйте ословн ае свойства принадлежности точек 
и прямых.

9. Объясните, почему две различные прямые не могут иметь 
две точки пересечения.

10. К акая из трех точек на рисунке д разделяет две другие? 
К ак расположены точки В и С относительно точки А?

11. Объясните, что такое отрезок с концгми в данных толках.
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12  Какими свойствами обладает разбиение плоскости на две 
полуплоскости?

13. Сформулируйте основные свойства взаимного расположе
ния точек на прямой и на плоскости.

14. Что такое полупрямая или луч? Какие полупрямые на
зываются дополнительны га?

15. К ак  обозначаются полупрямые?
16. Каким инструментом пользуются для измерения отрезков?
17. Сформулируйте основное свойство измерения отрезков.
18. Что называется расстоянием между двумя данными точ- 

калш?
19. К акгя  фигура называется углом?
20. Назовите вершину и стороны угла на рисунке 11.
21. Какой угол называется развернутым?
22. К ак  обозначается угол?
23. Объясните, что означает выраженье: «Полупрямая про

ходит между сторонами угла*.
24. В каких единицах измеряются углы и с помощью какого 

инструмента? Объясните, как  проводится измерение.
25. Сформулируйте основные свойства измерения углов.
26. Сформулируйте основные свойства откладывания отрез

ков и углов.
27. Что такое треугольные?
28. Назовите вершины и стороны треугольника на рисунке 16.
29. Что такое угол треугольника при данной вершине?
30. Какие отрезки назывг'отся равными?
31. Какие углы называются равными?
32. Что означает выражение: «Треугольник АВС  равен тре

угольнику А1В1С1*? К ак  обозначается равенство тре
угольников?

33. К ак на рисунке отмечаются у равных треугольников со
ответствующие стороны и  углы?

84. Объясните по рисунку 18 существование треугольника, 
равного данному.

35. Какие прямые называются параллельными? Какой значок 
используется для обозначения параллельности прямых?

36. Сформулируйте основное свойство параллелт них прямых.
37. Что такое геометрическое доказательство?
38. Что такое теорема?
39. Приведите пример теоремы и ее доказательства.
40. Сформулируйте аксиомы принадлежности точек и прямых.
41. Сформулируйте аксиомы измерения отрезков и углов.
42. Сформулируйте аксиомы откладывания отрезков и углов.
43. Сформулируйте аксиому существования треугольника, 

равного дань ому.
44. В чем состоит аксиома параллельных?
45. Какими свойствами геометрических фигур разрешаете я 

пользоваться при доказательстве теореги?
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40. К ак  используется чертеж при доказательстве теоремы?
47. Из каких двух частей состоит формулировка теоремы?
48. Что значит дать определение чему-либо? Дайте определе

ния равенства отрезков, углов и треугольников.

УПРАЖНЕНИЯ 1

1. Проведит 5 прямую. Отметьте какую-нибудь точку А , 
лежащую на прямой, и точку В , не лежащую на прямой.

2. Проведите две пересекающиеся прямые а и Ь. Отметьте 
точку С пересечения прямых, точку А  на прямой а, 
не лежащую на прямой Ь, точку П , не лежащую ни на 
одной из прямых а и б.

3. Отметьте на листе бумаги две точки. Проведите через них 
от руки прямую. С помощью линейки проверьте правиль
ность построения. Повторите упражнение.

4. Отметьте на листе бумаги две точки. Отметьте теперь 
третью точку на г лаз так, чтобы она лежала на прямой, 
проходящей через первые две точки. Проверьте правиль
ность построения с помощью линейки. Повторите упрах, ■ 
нение.

5. Проведите прямую а. Отметьте на прямой две какие- 
нибудь точки А  и В . Отметьте теперь точку С так, чтобы 
точка А  лэж ата между точками В  и С.

6 . Проведите прямую а. Отметьте на прямой две какие- 
нибудь точки А  а В . Отметьте теперь какую-нибудь 
точку С отрезка А В .

7. Сколько точек пересечения могут иметь два отрезка, 
если они не лежат на одной прямой? Объясните ответ.

8. Проведите прямую и отметьте какую-нибудь точку А , 
не лежащую на этой прямой. Отметьте теперь две точ
ки Б  и С так, чтобы отрезок А В  пересекал прямую, а 
отрезок ВС не пересекал ее.

9. Даны прямая и три точки А , В , С , не лежащие на этой 
прямой. Известно, что отрезок А В  пересекает прямую, а 
отрезок АС  не пересекает ее. Пересекает ли прямую от
резок ВС? Объясните ответ.

10. Даны прям* я и четыре точки А , В , С и П , не лежащие 
на этой прямой. Пересекает ли прямую отрезок АХ), 
если: 1) отрезки А В , ВС  и СВ  пересекают прямую; 
2) отрезки АС  и ДП пересекают прямую, а отрезок А В  
не пересекает; 3) отрезки А В  и СП пересекают прямую, 
а отрезок ВС  не пересекает; 4) отрезки А В  и СП не пе
ресекают прямую, а отрезок ВС  пересекает; 5) отрезки

1 Многие упражнения настоящего учебника взяты из школьных учеб
ников и задачников прошлых лет, в особенности пз -Геоыетрш ► А. П. Кисе
лева и «Сборника задач по геометрии» Н. Рыбкина.
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A B , ВС  и СО не пересекают прямую; 6) отрезки А В , 
АС  и СВ  пересекают прямую? Объясните ответ.

11. Даны пять точек и прямая, не проходящая ни через 
эдну из этих точек. Известно, что три точки располо
жены в одной полуплоскости относительно этой прямой, 
а две точки — в другой полуплоскости. К аж дая пара 
точек соединена отрезком. Сколько отрезков пересе
кает прямую? Объясните ответ.

12. Отметьте две точки А  и  В . Проведите полупрямую А В .
13. Н а отрезке А В  взята точка С. Среди полупрямых А В ,

AC, С А , СВ назовите пары совпадающих полупрямых, 
дополнитель: ь.х  полупрямых. Объясните ответ.

14. Точка М  лежит на прямой СО между точками С и О. 
Найд” те длину отрезка СВ, если: 1) С М  =  2,5 см, 
М В  =  3,5 см* 2) С М  =  3,1 дм, М В  =  4,6 дм; 3) СМ  =* 
=  12,3 м, М В  =  5,8 м.

15. Отметьте на прямой две точки. Отметьте на глаз середи
ну отрезка, соединяющего эти точки. Проверьте пра
вильность построения измерениями с помощью линей
ки. Повторите упражнзниз.

16. Три точки А , В , С лежат на одной прямой. Известно, 
что А В  = 4,3 см, АС  =  7,5 см, ВС - 3,2 см. Может ли 
точка А  лежать между точками В и  С? Может ли точка 
С лежать между точками А  и В? К акая  из трех точек 
А , В , С лежит между двумя другими?

17. Точки А , В , С лежат на одной прямой. Принадлежит 
ли точка В  отрезку АС, если: 1) АС  =  5 см, ВС — 7 см; 
2) АС  =  9,1 м, А В  - 9,2 м; 3) А В  =  3 дм, ВС — 4 дм, 
АС  =  7 дм? Объясните ответ.

18. Точки А , В , С лежат на одной прямой. Может ли точка 
В  разделять точки А и С, если: 1) АС  =  5 см, А В  =  
=  7 см; 2) АС  =  7 м, ВС  =  7,6 м? Объясните ответ.

19. Могут ли точки А , В , С лежать на одной прямой, если 
А В  =  1,8 м, АС  =  1,3 м, ВС  =  3 м? Объясните ответ.

20. Расстояния от точки А  до точек В и С равны 5 см и 
7 см, а расстояние между точками В а  С равно 6 см. 
Могут ли точки А , В  и  С лежать на одной прямой? 
Объясните ответ.

21. Могут ли три точки А , В , С лежать н» одной прямой, 
если длина большего отрезка А В  меньше суммы длин 
отрезков АС  и ВС? Объясните ответ.

22. Точки А , В , С лежат на одной прямой. Найдите длину 
отрезка ВС, если А В  — 2,7 м, АС  — 3,2 м. Сколько 
решений имечт задача?

23. Н а отрезке А В  взята точка С. Какой отрезок длиннее: 
А В  или АС? Почему?

24. Может ли точка X  принадлежать отрезку А В , если 
А Х  >  АВ?  Объясните ответ.
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23. Н а отрезке А В  длиной 15 м отменена точка С. Найдите 
длины отрезков АС  и ВС, если: 1) отрезок АС  на 3 к  
длиннее отрезка ВС ; 2) отрезок АС  в два раза длин
нее отрезка ВС', 3) точка С — середина отрезка АВ; 
4) длины отрезков АС  и ВС  относятся как 2 : 3.

2о. Проведите из одной точки три произвольных луча. 
Определите на глаз углы, образуемые этими лучами. 
Проверьте ваши ответы, измеряя углы транспортиром. 
Повторите упражнение.

27. Луч а проходит между сторонами угла (ей). Найдите 
угол (ей), елли: 1) А. (ас) =  35°, А. (ай) =  75°; 
2) А-(ас) =  57°, А.(ай) =  62°; 3) А. (ас) =  94°, А, (ай) =  
=  85'.

28. Может ли луч с пооходить между сторонами угль (аЪ), 
если: 1) А  (ас) =  30°, (сЬ) =  80°, 21 (аЪ) =  50°; 
2) А. (ас) =  100°, А.(сЪ) — 90°; 3) угол (ас) больше уг
ла  (об)?

29. Л уч с проходт’ между сторонами угла (аЬ). Какой угол 
больше: А. (аЬ) или 2_ (ас)? Почему?

80. Между сторонами угла (аЬ), равного 60°, преходит луч 
с. Найдите углы (ас) и (Ъс), если: 1) угол (ас) на 30° 
больше угла (6с); 2) угол (ас) в два раза бол ыпе угла 
(Ьс); 3) луч с делит угол (аЪ) пополам; 4) градусные ме
ры углов (ас) и (Ъс) относятся как 2 : 3.

31. Проведите прямую. Отметьте на ней какую-нибудь точ
ку А . А теперь отметьте на глаз точку В  этой прямой так, 
чтобы А В  =  5 см. Проверьте точность построения точ
ки В  линейкой. Повторите упражнение для: 1) А В  =  
=  3 см, 2) А В  =  7 см, 3) А В  =  10 см.

32. Постройте на глаз углы 30°, 45°, 60°, 90°. Проверьте 
точность построения тра:: спортирсг.т. Повторите упраж
нение.

33. Существует ли на полупрямой А В  такая точка X ,  от
личная от В , что А Х  =  А З ? Объясните ответ.

34. Сколько существует точек X  на прямой А В , отличных 
от В , для которых А Х  =  А В ? Объясните ответ.

35. Н а луче А В  отложен отрезок А С , меньший отрезка А Ь . 
К акая  из трех точек А , В , С лежит между двумя други
ми? Объясните ответ.

36. Н а луче А В  отмечена точка С. Найдите длину отрезка 
ВС, если: 1) А В  =  1,5 м, А С  =  0,3 м; 2) А Ь  =  2 см, 
АС  =  4,4 см.

?7. Постройте па глаз треугольник с равными сторонами 
(равносторонний треугольник). Проверьте точность по
строения измерением сторон.

38. Н а стороне А В  треугольника АВ С  взята точка О . Чему 
равна сторона А В  треугольника, если А Л  — 5 см, а 
В Л  =  6 см?



39. Н а стороне А З  треугольника А В С  взята точка В .  Ч е
му равен угол С треугольника, если А-АСЮ — 30°, а 
А. ВСВ  =  70°?

40. Начертите какой-нибудь треугольник. Постройте от 
руки, на глаз, равный ему треугольник. Проверьте пра
вильность построения, измеряя соответствующие углы 
и стороны. Повторите упражнение.

41. Треугольники АВС  и РС}В равны. Известно, что А В  =  
=  5 см, ВС  =  6 см, АС  =  7 см. Найдите стороны тре
угольника Р(}В. Объясните ответ.

42. Треугольники АВС и Р(2В равны. Углы второго тре- 
угол ш ика известны: А .Р  =  40°, А.С? =  60°, А. В, =  80°. 
Найдите углы треугольника А ЗС .

43. Треугольники А В С  я  Р(}В  равны. Известно, что сторо
на А В  равна 10 м, а угол С равен 90°. Чему равны сто
рона Р(^ и угол В? Объясните ответ.

44. Треугольники АВ С , РЦВ  и Х У  А  равны. Известно, что 
А В  =  5 см, (}В =  6 см, А Х  =  7 см. Найдите остальные 
стороны кан до го треугольника.

45. Может ли прямая, пересекающая одну из двух парал
лельных прямых, не пересекать другую? Объясните 
ответ.

46. Даны две пересекающиеся прямые. Можно ли провести 
третью прямую, параллельную каждой из двух данных?

47. Может ли прямая, не проходящая ни через одну из вер
шин треугольника, пересекать каждую его сторону? По
чему?

48. Даны четыре точки: А , В , С и О. Известно, что точ
ки А , В , С лежат на одной прямой и точки В, С, В  так
же лежат на одной прямой. Докажите, что все четыре 
точки лежат на одной прямой.

49„ Даны четыре прямые: а, Ь, с и й. Известно, что прямые 
о, Ъ, с пересекаются в одной точке и прямые Ъ, с, й так
же пересекаются в одной точке. Докажите, что все че
тыре данные прямые проходят через одну точку.

50. Прямая А В  пересекает отрезок СВ, а прямая СВ  пере
секает отрезок А В . Докажите, что отрезки А В  и СВ  
пересекаются.

51. Дан треугольник АВС . Н а стороне АС  взята точка Вц 
а на стороне ВС  — точка А ^  Докажите, что отрезкп 
А А Х и З В У пересекаются.

52. Отрезки А В  и СВ, не лежащие на одной прямой, пере
секаются в точке Е . Докажите, что отрезок АС  не пере
секает прямую В В .
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§ 2. УГЛЫ 

СМЕЖНЫЕ УГЛЫ

— О п р е д е л е н и е .  Д ва угла на- а, зываются смежными, если у них одна 
сторона общая, а другие стороны этих 
углов являются дополнительными по
лупрямыми.

Н а рисунке 22 углы (а±Ь) и (а2?0 
смежные. У них сторона Ъ общая, а 
стороны а1 и а 2 являются дополнитель
ными полупрямыми.

Пусть С — точка на прямой А В ,  лежащая между точками 
А  и В , а П  — точка, не лежащ ая на прямс й А В  (рис. 23). 
Тогда углы ВС1) и АСИ  смежные. У них сторона СП общая. 
Стороны С А  и СВ  являются дополнительными полупрямы
ми прямой А В , так как точки А  и В  этих полупрямых разде
ляются начальной точкой С.

Т е о р е м а  2 .1 . Сумма смежных углов равна 180°.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /_  (щб) и А. (о2Ь) — дан

ные смежные углы (см. рис. 22). Луч Ъ проходит между сторо
нами ах и о2 развернутого угла. Поэтому сумма углов (щЬ) 
и (о26) равна развернутому углу, т. е. 180°. Теорема доказана.

Из теоремы 2 .1  следует, что если два угла равны, то смеж
ные с ними углы  равны.

З а д а ч а  (3). Найдите смежные углы, если один из них 
в два раза больше другого.

Р е ш е н и е .  Обозначим градусную меру меньшего из 
углов через х. Тогда градусная мера большего угла будет 2х.

прямой угол острый угол тупой уголострый угол тупой



Сумма углов равна 180°. Итак,
х  +  2х =  180.

Отсюда х =  60. Значит, наши смежные углы равна 60° и 120°.
Угол, равный 90°, называется прямым углом. Ив теоре

мы 2 .1  следует, что угол, смежный с прямым углом, есть пря
мой угол.

Угол, меньший 90°, называется острым углом. Угол, боль
ший 90° и меньший 180°, называется тупы  *. Так как сумма 
смежных углов равна 180°, то угол, смежный с острым, туп ой, 
а угол, смежный с тупым, острый. Н а рисунке 24 изсбраже- 
ны три вида углов.

ВЕРТИКАЛЬНЫЕ УГЛЫ

О п р е д е л е н и е .  Д ва угла называются вертикальны
ми, если стороны одного угла являются дополнительными по- 
луппяыыми сторон другого.

Н а рисунке 25 углы ( с ^ )  и (а2Ъ2) вертикальные. Стороны 
оа и Ъ2 второго угла являются дополнительными полупря
мыми сторон аг и  первого угла.

Т е о р е м а  2. 2. Вертикальные углы  равны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (а^х) и  (а2Ьг) — данные 

вертикальные углы (рис. 25). Угол (&х&г) является смежным 
с углом (СхЬх) и с углом (а2Ь2). Отсюда по теореме 2.1 заключа
ем, что каждый из углов ( а ^ )  и (а2Ъ2) дополняет угол (вх^г) 
до 180°, т. е. углы (Ох^х) и  (а2Ь2) равны. Теорема доказана.

З а д а ч а  (8). Сумма двух углов, которые получаются 
при пересечении двух прямых, равна 50°. Найдите 
эти углы

Р е ш е н и е .  Д ва угла, которые 
получаются при пересечении двух пря
мых, либо смежные, либо вер тикальные.
Данные углы не могут быть смежными, 
так как их сумма равна 50°, а сумма 
смежных углов равна 180°. Значит, они 
вертикальные. Так как вертикальные 
углы равны и по условию их сумма 50°, 
то каждый из углов равен 25°.

Рис. 25
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Рис 27

Рис. 28

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫЕ ПРЯМЫЕ

Пусть с  и Ь — две пересекающие
ся пошлые (рис. 26). Они образуют 
четыре угла. Пусть а  — один из этих 
углов. Тогда любой из остальных трех 
углоз будет либо смежным с углом а , 
либо вертикальныч с углом а . Отсюда 
следует, что если один из угле* прямо:!, 
то остальные углы тоже прлмые. В 
этом случае мы говорим, что прямые 
пересекаются под прямым углом.

О п р е д е л е н и е .  Две прямые 
называются перпендикулярными, если 
они пересекаются под прямым углом 
(рис. 27).

Перпендикулярность прямых обоз
начается значком _1_. Запись а  1  6 
читается: «Прямая а перпендикулярна 
прямой Ы.

О п р е д е л е н и е .  Перпендикуля
ром  к данной прямой называется от
резок прямой, перпендикулярной дан
ной, имеющий концом их точку пере
сечения. Этот конец отрезка нгоывает 
ся основанием перпендикуляра.

Н а рисунке 28 перпендикуляр А В  
проведен из точки А  к прямой а. Точ
ка В — основание перпендикуляра.

Т е о р е м а  2.3. Через каждую точку 
прямой можно провести перпендику
лярную  ей прямую, и только одну.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
а — данная прямая и А  — данная 
точха на ней. Обозначим через о1 одну 
из полупрямых прямой а с начальной 
точкой А  (рис. 29). Отложим от полу
прямой а1 угол (щ&х), равный 90°. Тог
да прямая, содержащая луч Ъ1, будет 
перпендикулярна прямой а.
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Допустим, что существует другая прямая, тоже прохо
дящ ая через точку А  и перпендикулярная прямой а. Обозна
чим через Су п о л у тя м у ю  этой прямой, лежащую в одной полу
плоскости с лучом Ьу.

Углы (а, Ьу) и (ауСу), равные 90° каждый, отложены в одну 
полуплоскость от пэлупрямой ау. Но от полупрямой а, в 
данную полуплоскость можно отложить только один угол, 
равный 90°. Поэтому не может быть другой прямой, проходя
щей через точку А  и перпендикулярной прямой а. Теорема 
д жизана.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОТ ПРОТИВНОГО

Способ доказательства, котопый мы применили в теореме 
2.3, называется доказательством от противного. Этот способ 
доказательства состоит в том, что мы делаем сначала предпо
ложение, противоположное тому, что утверждается теоремой. 
Затем путем рассуждений, опираясь на аксиомы и уже дока
занные теоремы, приходим к выводу, противоречащему либо 
условию теоремы, либо одной из аксиом, либо доказанной ра
нее теореме. Н а э^ои основании заключаем, что наше предпо
ложение было неверным, а значит, верно утверждение тео
ремы.

Поясним это на примере доказательства теоремы 2.3. Тео
ремой утверждается, что через каждую точку прямой можно 
провести только одну перпендикулярную ей прямую. Допу
стив, что таких прямых можно гровести две, мы пришли к  
выводу, что от данной полупрямой в данную полуплоскость 
можно отложить два угла с одной и той же градусной мерой 
(90°). А это противоречит аксиоме откладывания углов. Со
гласно этой аксиоме от данной полупрямой в данную полуплос
кость можно отложить только один угол с данной градусной 
мерой.

УГЛЫ, ОТЛОЖЕННЫЕ В ОДНУ ПОЛУПЛОСКОСТЬ

Т е о р е м а  2.4. Если от данной полупрямой отложить в од
ну полуплоскость два угла, то сторона меньшего угла, отлич
ная от данной полупрямой, проходит между сторонами боль
шего угла.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А. (аЪ) и  А  (ас) — углы, 
отложенные 01 данной полупрямой а в одну полуплоскость, и 
пусть угол (аЪ) меньше угла (ас) (рис. 30). Докажем, что луч 
Ь проходит между сторонами угла (ас).

Обозначим через ах полупрямую, дополнительную к а. 
Отметим на луче а какую-нибудь точку А , на луче аг точку В  
и  на луче с точку С.

Прямая, содержащая луч Ь, пересекает сторону А В  тре
угольника АВС , а значит, пересекает одну из двух других

его сторон: АС  или ВС. Пересечение 
производится лучом Ъ, так как допол
нительный луч лежит в другой полу
плоскости.

Допустим, что луч Ъ пересекает 
отрезок ВС, а значит, проходит меж
ду сторонами угла (агс) (рис. 3 0 ,'о). 
Тогда угол (щс) больше угла (щЬ). А 
для смежных им углов будет: угол (ас) 
меньше угла (аЬ). Но это противоре
чит условию теоремы. И так, луч Ъ не 
пересекает отрезок ВС. Значит, он пе
ресекает отрезок АС  (рис. 30, б) и 
поэтому проходит между сторонами уг
ла (ас). Теорема доказана.

б)
Рис. 30

З а д а ч а  (16). От полупрямой А В  
в разные полуплоскости отложены уг
лы А  ВАС  = 8 0 °  и А  В А С  =  70°. Най
дите угол САП.

Р е ш е н и е .  Так как точки С и П 
лежат в разных полуплоскостях относи
тельно прямой А В , то отрезок СП пе
ресекает эту прямую (рис. 31). Зна
чит, луч А В  или дополнительный 
луч А Е  проходит между сторонами уг
ла САП. Поэтому угол САП равен ли
бо сумме углов В А С  и ПАП, либо сум
ме смежных им углов Е А С  и ПАП. В 
первом случае он рав-.н 80° +  70° =  

Рис. 31 =150°, а во втором (180°—80°)+(180°—
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— 70°) — 210°. Второй случай невоз
можен, так как градусная мера угла 
не превосходит 180°. Итак, угол С А О  
равен 150°.

О п р е д е л е н и е .  Биссектрисой 
угла называется луч, который исходит 
из его вершины, проходит между его 
сторонами и делит угол пополам.

Н а рисунке 32 вы влдите угол 
(об). Луч с исходит из вершины угла, 
проходит между его сторонами и делит 
угол пополам: А. (ос) =  А. (Ъс). Луч с 
является биссектрисой угла (об).

З а д а ч а  (20). Найдите угол меж
ду биссектрисами смежных углов.

Р е ш е н и е .  Пусть А. (об) и 
А. (о^б) — смежные углы и с, сх — их 
биссектрисы (рис. 33). Обозначим угол рис. 33
(ос) через х. Тогда

А .(ахс) =  180° — х, А. (об) =  2х, А. (агб) =  180°— 2х,
,  . . 180° — 2дг , л0А- ( о ^ )  = ----------  =  ГО — х.

2
Так как угол (огс) больше угла ( о ^ ) ,  то луч сх проходит 
между сторонами угла (ахс). Значит,
А_ (сс1) =  А .(ахс) — А .(а1с1) =  (180° — х) — (90° — х) =  90°.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ
1. Какие углы называются смежными?
2. Объясните, почему углы О С А  и ОС В  на рисунке 23 

смежные.
3. Докажите, что сумма смежных углов равна 180°.
4. Докажите, что если два угла равны, то смежные с ними 

углы также равны.
5. Какой угол называется прямым (острым, тупым)?
6. Докажите, что угол, смежный прямому, есть прямой 

угол.
7. Какие углы называются вертикальными?
8. Докажите, что вертикальные углы равны.
9. Докажите, что если при пересечении двух прямых один 

из углов прямой, то остальные три угла тоже прямые.
Ю. Какие прямые называются перпендикулярными? Какой 

значок используется для обозначения перпендикуляр
ности прямых?
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11. Что такое перпендикуляр к прямой?
12. Докажите, что через любую точку прямой можно про

вести перпендикулярную ей прямую, и только одну.
13. Объясните, в чем состоит доказательство от противного.
14. Докажите теорему об углах, отложенных в одну полу

плоскость.
15. Что называется биссектрисой угла?

УПРАЖНЕНИЯ
1. Найдите углы, смежные с углами: 1) 30°, 2) 45°, 3) 60°,

4) 90°.
2 . Могут ли два смежных угла быть оба: 1) острыми; 2) ту- 

п лми; 3) прямыми? Обоснуйте ответ.
3. Найдите смежные углы, если один из них в два раза 

больше другого.
4. Найдите смежные углы, если: 1) один из них на 30° 

больше другого; 2) их разность равна 40°; 3) один из 
них в 3 раза меньше другого.

б. Найдите смежные углы, если их градусные меры отно
сятся как: 1) 2 : 3; 2) 3 : 7; 3) 11 : 25; 4) 22 : 23.

6 . Один из углов, которые получаются при пересечении.двух 
прямых, равен 30°. Чему равны остальные углы?

7. Чему равен угол, если два смежных с ним угла состав
ляют в сумме 100е?

8 . Сумма двух углов, которые получаются при пересече
нии двух прямых, равна 50°. Найдите эти углы.

9. Один из углов, которые получаются при пересечении 
двух прямых, в 4 раза больше другого. Найдите эти 
углы.

10. Один из углов, которые получаются при пересечении 
двух прямых, на 50° меньше другого. Найдите эти углы.

11. Найдите углы, которые получаются при пересечении 
двух прямых, если сумма трех из этих углов равна 270°.

12. Докажите, что если три из четырех углов, которые полу
чаются лрч пересечении двух прямых, равны, то пря
мые перпендикулярны.

13. Проходит ли луч с между сторонами угла (оЬ), если:
1) А- (аЬ) — 40°, А. (ас) =  50°; 2) углы (ас) и (6с) тупые?

14. Из першины развернутого угла (аах) в одну полупло
скость проведены лучи б и с .  Чему равен угол (6с), если:
1) А.(аЬ) =  50°, А. (ас) =  70°; 2) ^ .( а 16 )= 50 \  А. [ас) =  
=  70°; 3) (аб) =  60°, х! (а^ ) =  30°?

15. Из вершины развернутого угла (аах) проведены лучи 6 
и с в одну полуплоскость. Известно, что /А (аЪ) =  60°, 
а  А-(ас) =  30°. Найдите углы (ах6), (а1с) и (6с).

16. От полупрямой А В  в разные полуплоскости отложены 
углы А. В А С  - - 80° и А. .ВАЛ  =  70°. Найдите угол С А Л .

17. От полупрямой А В  в разные полуплоскости отложены
26
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углы ВА С  и Б А Л .  Наладите угол 
С А Б , если: 1) ВА С  =  80°,
А. Б А Б  =  170°; 2) А. ВА С  =  87°,
А- В А Л  =  98 ; 3) ^  В А С  =  140°,
А. В А Л  =  30°.

18. ^ему равен угол между биссект
рисой и стороной данного угла, 
равного: 1) 30°; 2) 52°; 3) 172°?

1Э. Найдите угол, если его биссект- Рис, 34
риса образует со стороной угол, 
равный: 1) 60°; 2) 75°; 3) 89°.

20. Найдите угол между биссектри
сами смежных углов.

21. Докажите, что биссектрисы кор
тикальных углов лежат на одной 
прямой.

22. Найдите угол между биссев' ри- 
сой и продолжением о ^ о й  из сто
рон данного угла, равного: 1) 50°;
2) 90°; 3) 150°. Рис- 35

23. Докажите, что если луч, исходящий из вершины угла, 
пересекает отрезок А В  с концами на сторонах угла, то 
он пересекает: 1) отрезок АС  с концами на сторонах 
угла (рис. 34); 2) любой другой отрезок С Л  с конца* и 
на сторонах этого угла (рис. 35).

§ 3. ПРИЗНАКИ РАВЕНСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ

ПЕРВЫЙ ПРИЗНАК РАВЕНСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ

Т е о р е м а  3.1 (признак равенства треугольников по 
двум сторонам и углу между ними). Если две стороны и угол 
между ними одного треугольника равны соответственно двум 
сторонам и углу  между ними другого треугольника, го такте 
треугольники равнь’.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть у треугольников АВС  
и А 1В 1С1 А. А  =  А -А у, А В  =  А УВ 1% АС  =  А ХСХ (рис. 36). 
Докажем, что треугольники равны, т. е. докажем, что у них 
и А_В =  А .В 1г А .С  =  А .С 1г ВС =  В & .

По аксиоме существования треугольника, равного дан
ному, сущ гствует треугольник А 1В2С 2, равный треугольни
ку АВ С , у  которого вершина В 2 лежит на луче А 1В1, а вер-
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цг-гаа С2 лежит в одной полуплоскости с вершиной Су о гно- 
сительно прямой Л 1В1. Так как А 1В1 =  А 1В 2, то по аксиоме 
откладывания отрезков точка В 2 совпадает с точкой В1. Так 
как А. ВуАуСу =  А- В аАуСа, то по аксиоме откладывания уг
лов луч АуСа совпадает с лучом А 1С1. И так как АуСу =  АуСа, 
то вершина С2 совпадает с вершиной Су. И так, треугольник 
АуВуСу совпадает с треугольником А уВ 2Са, а  значит, равен 
треугольнику АВ С . Теорема доказана.

З а д а ч а  (1). Отрезки А В  и СО пересекаются в точ
ке О, которая является серединой каждого из них. Чему равен 
отрезок ВО, если отрезок АС ==■ 10 м?

Р е ш е н и е .  Треугольники АОС  и ООО равны по пер
вому признаку равенства треугольников (рис. 37). У них 
углы АОС  и ООО равны как вертикальные, а ОА — ОВ и 
ОС =  ОО потому, что точка О является серединой отрезков 
А В  и СО. Из равенства треугольников АОС  и ООО следует 
равенство их сторон АС  и ВО. А так как по условию задачи 
АС  =  10 м, то и ВО =  10 м.

ВТОРОЙ ПРИЗНАК РАВЕНСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ

Т е о р е м а  3.2 (признак равенства треугол ьников по 
стороне и прилежащим к ней углам). Если сторона и приле
жащие к  ней углы  одного треугольника равны соответственно 
стороне и прилежащим к ней углам другого треугольника, то 
такие треугольники равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВ С  и А 1В1С1 — два 
треугольника, у которых А В  =  АуВу, А -А =  А-Ау  и А -В  =  
— А. Ву (рис. 38). Докажем, что треугольники равны, т. е. 
докажем, что АС — АуСу, ВС  =  ВуСу и А .С  =  А. Сх.
28



По аксиоме существования треугольника, равного дан
ному, существует треугольник А 1В 2С2, равный треуголь
нику А ВС , у которого вершина В 2 лежит на луче А 1В 1, а 
вершина С2 лежит в одной полуплоскости с вершиной С± от
носительно прямой А 1В 1. Так как А 1В 2 — А^В^, то верши
на В 2 совпадает с вершиной В 1. Так как А  В1А 1С2 = / - В 1А 1С1 
и А -А 1В1С2 =  А- А 1В1С1, то  по аксиоме откладывания углов 
луч А 1С1 совпадает с лучом А 1С2, а  луч В 1С1 совпадает с лу
чом В1С2. Отсюда следует, что вершина С 2 совпадает с вер
шиной Сг. Итак, треугольник А 1В1С1 совпадает с треуголь- 
шшом А 1В 2С2, а  значит, равен треугольнику А В С . Теорема 
доказана.

Треугольник называется равнобедренным, если у него две 
стороны равны. Эти равные стороны называются боковыми 
сторонами, а третья сторона называется основанием тре
угольника.

Н а рисунке 39 изображен равнобедренный треугольник 
АВС. У него боковые стороны АС  и ВС, а основание А В .

Т е о р е м а  3. 3. В равнобедренном треугольнике углы  
при основании равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВС  — равнобедренный 
треугольник с основанием А В  (рис. 39). Докажем, что у него 
А. А  =  А. В . Треугольник САВ  равен треугольнику С ВА  
по первому признаку равенства треугольников. Действитель
но, С А  =  СВ, СВ — С А , А-С  =  А-С. Из равенства тре
угольников следует, что А. А  = А -В . Теорема доказана.

Треугольник, у которого все стороны равны, называется 
равносторонним.

З а д а ч а  (13). Докажите, что у равностороннего тре
угольника все углы равны.

РАВНОБЕДРЕННЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК

С

Рис. 38 Рис. 39 Рис. 40
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Р е ш е н и е .  Пусть А В С  — данный треугольник с рав
ными сторонами: А В  =  ВС  =  С А  (рис. 40). Так как  А В  =  
= В С , то эго? треугольник равнобедренный с основанием .С. 
По теореме 3.3 А. С =  А. А . Так как ВС — С А ,  то треуголь
ник А В С  равнобедренный с основанием А В . По теореме 3.3 
/■ А  =  А .В .  Таким образом, А .С  =  А .А  =  А .В , т. е. все 
углы треугольника равны.

Т е о р е м а  3. 4. Если в треугольнике два угла равны, то он 
равнобедренный.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВ С  — треугольник, в 
котором А. А  =  А. В  (см. рис. 39). Докажем, что он равно
бедренный с основанием А В . Треугольник ЛВС равен тре
угольнику ВАС  по второму признаку равенства треуголь
ников. Действительно, А В  =  В  А , А. В  =  А -А , А. А  =  А. В. 
И з равенства треугольников следует, что АС =  ВС. Теорема 
доказана.

Теорема 3.4 называется обратной теореме 3.3. Заключе
ние теоремы 3.3 является условием теоремы 3.4. А условие 
теоремы 3.3 является заключением теоремы 3.4. Н е всякая 
теорема имеет обратную, т. е. если данная теорема верна, 
то обратная теорема может быть неверна. Поясним сто на 
примере теоремы о вертикальных углах. Эту теорему можно 
сформулировать так: если два угла вертикальные, то они 
равны. Обратная ей теорема была бы такой: если два угла 
равны, то они вертикальные. А это, конечно, неверно. Д ва 
равных угла вовсе не обязаны быть вертикальными.

З а д а ч а  (14). Сформулируйте и докажите теорему, 
обратную утверждению задачи 13.

Р е ш е н и е .  В задаче 13 условие состоит в том, что тре
угольник равносторонний, т. е. все его стороны равны, а  за
ключение — в том, что все углы треугольника равны. По
этому обпатная теорема должна формулироваться так. Если 
у треугольника все углы равны, то у него все стороны равны. 
Докажем эту теорему.

Пусть АВ С  — треугольник с равными углами: А -А  — 
=  А. В  =  А. С. Так как А .А  =  А .З ,  то по теореме 3.4 АС  =  
=  СВ. Так как А -В  =  А .С , то по теореме 3.4 АС  =  А В . 
Таким образом, А В  — АС  =  СВ, т. е, все стороны треуголь
ника равны.
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МЕДИАНА, БИССЕКТРИСА И ВЫСОТА 
ТРЕУГОЛЬНИКА

Высотой треугольника, опущенной 
пз данной вершины, называется пер
пендикуляр, прогеденны" из этой вер
шины к  прямой, содержащей противо
лежащую сторону треугольника. Н а ри
сунке 41 вы видите два треугольника, у 
которых проверены высоты из вершин 
В  н  В},. Н а рисунке 41, а основание вы
соты лежит на стороне треугольника, 
на рисунке 41, б — на продолжении сто
роны треугольника.

Биссектрисой треугольника, прове
денной из данной вершины, называет
ся отрезок биссектрисы угла треуголь
ника, соединяющий эту вершину с тонкой 
ла противолежащей стороне (рис. 42).

Медианой треугольника, проведен
ной из данной вершины, называется 
отрезок, соединяющий эту вершину с 
серединой противолежащей стороны 
треугольника (рис. 43).

Т е о р е м а  3.5. В равнобедренном 
треугольнике медиана, проведенная к 
с снованию, является биссектрисой и 
высотой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
АВС  — данный равнобедренный тре- 
угол лш к с основанием А В  (рис. 44). 
Пусть СП — медиана,. проведенная к 
основанию. Треугольники САП и С В ^  
равны по первому признаку равенства 
треугольников. (У них стороны АС и 
ВС  равны, потому что треугольник 
А В С  равнобедренный. Углы САП и СВП 
равны по теореме 3.3. Стороны АП и ЯП 
равны, потому что П  — середина отре
зка А В .)



Из равенства треугольников следует равенство углов:
АС В  =  А. ВСВ, А. А В С  =  ВВС . Так как углы А С В  и 

ВС В  равны, то СВ  — биссектриса. Так как углы А В С  и 
ВВС  смежные и равны, то они прямые, поэтому С В  — высота 
треугольника. Теорема доказана.

З а д а ч а  (27). Докажите, что биссектриса равнобедрен
ного треугольника, проведенная из вершины, противолежа
щей основанию, является медианой и высотой.

Р е ш е н и е .  Пусть АВ С  — равнобедренный треуголь
ник с основанием А В  и СВ  — его биссектриса (см. рис. 44). 
Треугольники А С В  и ВСВ  равны по второму признаку. 
(У них стороны АС  и ВС  равны как боковые стороны равно
бедренного треугольника АВС \ углы при вершине С равны 
потому, что СВ  — биссектриса угла А С В , а  углы при вер
шинах А  и В  равны как углы при основании равнобедрен
ного треугольника АВ С .) Из равенства треугольников сле
дует равенство сторон А В  и В В . Значит, С В  — медиана тре
угольника АВС . По теореме 3.5 она является и высотой.

ТРЕТИЙ ПРИЗНАК РАВЕНСТВА ТРЕУГОЛЬНИКОВ

Т е о р е м а  3.6  (признак равенства треугольников по трем 
сторонам). Если три стороны одного треугольника равны  
соответственно трем сторонам другого треугольника, то такие 
треугольники равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВС  и А 1В 1С1 два тре
угольника, у которых А В  =  А 1В1, АС  =  А 1С1, ВС  =  В 1С1 
(рис. 45). Докажем, что эти треугольники равны.

По аксиоме существования треугольника, равного дан
ному, существует треугольник А 1В1С2, равный треугольни

ку А ВС , у которого вер
шина С2 лежит в одной 
полуплоскости с вершиной 
Сг относительно прямой 
А.Ву  (рис. 45).

Допустим, что вершина 
С2 не лежит ни ла луче 
А 1С1, ни на луче ВуСу. 

Рис. 45 Пусть В  — середина отрез
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ка С1С2. Треугольники А 1С1С 2 и В1С1С 2 — равнобе-рэнные 
с общим основанием С\С2. По теореме 3.5 их медианы А ХВ  и 
С 1В  являются высотами. Значит, прямые А гВ  и З гВ  пер
пендикулярны прямой СгС ,. А так как через точку В  прямой 
^ 1^2 можно провести только одну перпендикулярную ей 
прямую (теорема 2.3), то эти прямые должны совпадать. Но 
они различна, потому что точка В  по построению не лежат 
на прямой А 1В 1. М ы  пришли к противоречию. Значит, вер
шина С2 лежит либо на луче А1С1, либо на луч? В 1С1. В пер
вом случае точка Сг совпадает с С1г так как А =  АС . А 
ото значит, что треугольник АВС  равен треугольнику А 1В1С1. 
Точно так же приходим к выводу о равенств? треуголь
ников во втором случае. Теорема доказана.

З а д а ч а  (28). У треугольников АВС  и А 1В1С1: А В  — 
=  А 1В 1, АС =  А 1С1, /_  С =  А-С1 =  90°. Докажите, что 
Л  А В С  =

Р е ш е н и е .  Н а продолжении стороны АС  отложим от
резок СВ, равный А С  (рис. 46). Треугольники А В С  и В В С  
равны по первому признаку. У них углы при вершине С 
прямые, а значит, равны, сторона ВС  общая, а  стороны АС  
и СВ  равны по построению. Из равенства треугольников 
стэдует равенство сторон А В  и В В .

Отложим на продолжении стороны А 1С1 отрезок С±В и  
равный стороне А 1С1. Так же, как и для треугольников 
АВС  и В В С  доказываем, что треугольники А 1В 1С1 и В 1В1С1 
равны. Из равенства треугольников следует равенство 
сторон: АхВх =  2)15 1.

Теперь по третьему признаку заключаем, что треуголь
ники А В В  и А 1В1В 1 равны. У них А В  =  А 1В 1 по условию, 
В В  =  В 1В 1, так как В В  =  А В , а В1В 1 =  А 1В 1, наконед, 
А В  =  А12>1, так как АС  =  А гС1. Из равенства треугольни
ков А В В  и А 1В1В 1 следует ра
венство их углов: А-А — А -А г.

Теперь приходим к вывода 
о равенстве исходных треуго
льников АВС  и А 1В 1С1 по 
первому признаку. У них 
А З  =  А хВ ц  АС  =  А 1С1 п о ус
ловию, а А- А  =  А. А х по до- А С Л 
казанному. ри-. 46
2  А. В. Погорелэв 33



ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Сформулируйте и докажите первый признак равенства 
треугольников.

_2 , Сформулируй ге и докажите второй признак ре ъенства 
треугольников.

3. Какой треугольник называется равнобедренным? К а 
кие стороны равнобедренного треугольника называются 
боковыми сторонами? К акая  сторона называется осно
ванием?

4. Докажите, что в равнобедренн в" треугольнике углы 
при основании равны.

б. Какой треугольник называется равносторонним?
6. Докс-житг, что если в треугольнике два угла равны, то 

он р1 лнобедренный.
7. Объясните, что такое обратная теорема. Приведите 

пример. Д ля всякой ли теоремы верна обратная?
8 . Что такое высота треугольника?
9. Что такое биссектриса треугольника?

10. Что такое медиана треугольника?
11. Докажите, что в равнобедренном треугольнике I седиа- 

на, проведенная к основанию, является биссектрисой и 
высотой.

12. Докажите трзтий признак равенства треугольников.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Отрезки А В  и СВ  пересекаются в точке О, которая яв
ляется серединой каждого из них. Чему равен отрезок 
ВО, если отрезок АС  =  10 м?

2. Черег середзну отрезка А В  грог едена прямая, перпен
дикулярная прямой А В . Докаж и1 е, что гаж дач точка 
этой прямой одинаково удалена от течек А  и В.

3. От вершины С равнобедренного треугольника АВ С  
с основанием А В  отложены равные отрезки: СА1 — на 
стороне С А  и СВ1 — на стороне СВ. Докажите равен- 
с-в  о треугольников: 1) С А В 1 и С Б А й  2) А В В 1 и Ь А А 1.

4. Н а основан^" А В  равнобедренного треу гольника АВС  
даны точки А х и В 1. Известно, что А В 1 =  В  А4. Д ока
жите, что треугольники А В гС з  В А ХС равны.

5. Н а стороне А В  треугольника АВС  взята точка Х>, а на 
стороне А^Ву треугольника А1В1С1 взята точка В г. 
Известно, что треугольники А В С  и А 1В 1С1 равны и 
отрезки В  В  и В 1В1 равны. Докажите равенство тре
угольников АВС  и А 1В1С1.

6 . Чтобы измерить на местности расстояние между двумя 
точками А  к  В , между которыми нельзя пройти по 
прямой (рис. 47), выбирают такую точку С, из которой
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мсжио пройти и к точке Л , и к 
точке Б  и из которой видны обе 
рти точки. Провеш втгот1 рас
стояния АС  и ВС, продолжают 
их за точку С и отмеряют СЮ —
=  АС  и ЕС  =* СВ. Тогда отрезок 
СО равен искомо чу ра™"гояншо.
Ос-нзсните почему.

7. Чтобы измерить на местности рас
стояние »^жду дву-ш точками А  и 
В, из ка~орых одна (точка А )  не
доступна, провешивают направле
ние отрезка А В  (рис. 48) и на его 
хгоодогжек п  отменяют произволь
ный отрезок В Е . Выбирают на 
местностито^нгу!/,вгзкоторой вид
на тон^а А  и гтожно пройти к  точ- 
] :ам 3  и Е . П роветизаю т прямые 
ЗТУ] и Е В Е  и отмеряют Е В  =  В Е  
и В й =  ВБ. Затем идут по прямой 
ЕС?, глядя на точку А , пока не 
найд^ ■ точку Н , которая лежит 
на прямой А В .  Тодда Н(2 равно 
искомому расстоянию. Докажите.

8 . Отрезки А В  и СВ  пересекаются в точке О. Докажитэ 
равенство треугольников АСО  и ВВО , если известно, 
что угол АСО  раоеи углу ВВ О  и ВО — СО.

9. Отрезки АС  и В В  пересекаются в точке О. Докажите 
равенство треугольников В АО  и ВСО, если известно, 
что угол ВАО  равен углу ВСО  и АО =  СО.

10. Периметр (сумма длин сторон) равнобедренного тре- 
угол .ника равен 1 м, а  основание р авно 0,4 м. Найдите 
длину боковой стороны.

11. Перткьтр равнобедренного треуголг ннка равен 7,5 м, а 
боковая сторона равна 2 м. Найдите основание.

12. Перэгчстр равнобедренного треугольника равен 15,6 м. 
Н айдлт} его стороны, если: 1) основагие меньше боко
вой са оро 1Ы на 3 м; 2) основание больше боковой сторо
ны на 3 м.

13. Докажите, что у равностороннего треугольника все уг
лы ра зны.

14. Сформулируйте и докажите теорему, обратную утверж- 
денпо зддачя 13.

15. П а сторонах АС  и ВС  треугольнч ха А В С  взяты точки 
С1 и С2. Докажите, что треугольник А В С  равнобедрен
ный, если треугольники АВС1 и В А С 2 равны.

1 Отмечают направление шестами-вехами.
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1Ь. Треугольники АСС1 и ВССУ равны. Их вершины А  и В  
лежат по разные стороны от прямей ССг. Докажите, 
что треугольники АВС  и А В С г равнобедренные.

17. Докажите, что середины сторон равнобедренного тре
угольника являются также вершинами равнобедрен
ного треугольника.

18. Докажите, что середгны сторон равностороннего тре
угольника являются также вершинами равносторон
него треугольника.

19. Докажите, что у равнобедренного треугольника: 1) бис
сектрисы, проведенные из вершин при основании, рав
ны; 2) медианы, про зеденные из тех же вершин, тоже 
равны.

20. Докажите, что у равных треугольников АВС  и АхВ^Су'.
1) медианы, проведенные из вершин А  и Л 1% равны;
2) биссектрисы, проведенные из вершин А  и А х, равны.

21. Точки А , В , С, В  лежат на одной прямой, причем отрез
ки А В  и С В  имеют общую середину. Докажите, что 
если треугольник А В Е  равнобедренный с основанием 
А В , то треугольник С ВЕ  тоже равнобедренный с осно
ванием СВ.

22. Докажите равенство треугольников по углу, биссект
рисе этого угла и стороне, прилежащей к  этому 
углу.

23. В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС  
проведена медиана В М . Н а ней взята точка В .  Д ока
жите равенство треугольников: 1) А В В  и СВВ; 2) А М В  
и С М В .

24. Докажите, что треугольник АВС  равнобедренный, если 
у него: 1) медиана В В  является высотой; 2) высота В В  
является биссектрисой.

25. На стороне А В  треугольника А В С  взята точна В .  Н ай
дите длину отрезка С В, если периметры треугольни
ков А В С , А С В  и ВСВ  соответственно равны 50 м, 45 м 
и 35 м.

26. В равнобедренном треугольнике А В С  с основанием АС  
проведена медиана В В . Найдите ее длину, если пери
метр треугольника А В С  равен 50 ы, а  треугольника 
А В В  — 40 м.

27. Докажите, что биссектриса равнобедренного треуголь
ника, проведенная из вершины, противолежащей ос
нованию, является медианой и высотой.

28. У треугольников АВС  и А 1В 1С1: А В  =  А уВ ^ А С  =  
- ^-1^ ,  /-С  = /-С г =  90°. Докажите, что А А В С  =  
=  Л Л А С ! .

29. Докажите, что у равнобедренного треугольника высота, 
опущенная на основание, является медианой и биссект
рисой.
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30. Треугольники А В С  и АВС Х равнобедренные с общим 
основанием А В . Докажите равенство треугольников 
АСС1 и ВСС1.

31. Точки А , В , С, Х> лежат на одной прямой. Докажите, 
что если треугольники А В Е Х и А В Е 2 равны, то тре
угольники СОЕх и С О Ез тоже равны.

32. Д ва отрезка А В  и СО пересекаются в точке О, которая 
является серединой каждого из них. Докажите равен
ство треугольников АСО  и БОС.

33. Докажите равенство треугольников по двум сторонам и 
медиане, проведенной к одной из них.

34. Отрезки А В  и СО пересекаются. Докажите, что если 
отрезки АС, СВ, ВО  и А О  равны, то луч А В  является 
биссектрисой угла С АО  и луч СО — биссектрисой угла 
АС В.

35. Д  окажите, что в задаче 34 по амые А В  и СО перпенди
кулярны

38. Треугольники А В С  и В А О  равны, причем точки С л 
О  лежат по разные стороны от прямой А В . Докажите, 
что: 1) треугольники СВО  и О АС  равны; 2) прямая СО 
делит отрезок А З  пополам.

37. Отрезки равной длины А В  и СО пересекаются в точке 
О так, что АО  =  ОО. Докажите равенство треуголь
ников АВ С  и ОСВ.

38. Докажите равенство треугольников по двум сторонам и 
медиане, исходящим из одной вершины.

39. Докажите равенство треугольников по стороне, медиа
не, проведенной к этой стороне, и углам, которые обра
зует с ней медиана.

49. Докажите равенство треугольников по медиане и углам, 
не которые медиана разбивает угол треугольника.

§ 4. СУММА УГЛОВ ТРЕУГОЛЬНИКА 

ПРИЗНАКИ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ ПРЯМЫХ

Т е о р е м а  4.1. Дее прямые, параллельные третьей, парал
лельны  ^руг другу.

Д о к  а з а т е л ь с т в о .  Пусть прямые а и Ь парал
лельны прямой с. Допустим, что прямые а и Ь не параллель
ны. Тогда они пересекаются в некоторой точке С. Значит, 
через точку С проходят две прямые, параллельные прямой с. 
Но это невозможно, так как через точку, не лежащую на 
данной прямой, можно провести не более одной прямой, 
параллельной данной. Теорема доказана.
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Пусть А В  и СВ  — две пряные. 
Пусть АС  — третья прямая, пересекаю
щая прямые А В  и СВ  (рис. 49). П ря
мая А С  по отношению к прямым А В  и 
СВ  называется секущей. Углы, которые 
образуются при пересечении прямых 
А В  и С В  секущей АС , имеют специ
альные назвали, г. Если точки В  и В  ле
жат в одной полуплоскости относи
тельно прямой АС, то углы ВАС  и 
В С  А  называются внутренними одно
сторонними (рис. 49, а). Если точки В  
и В  лежат в разных полуплоскостях от
носительно прямой А С , то углы В А С  
и В С  А  называются внутренними нак
рест лежащими (рис. 49, б).

Секущая АС  образует с прямыми 
А В  и С В  дЕе пары внутренних одно
сторонних и дне пары внутренних нак
рест лежащих углов. Из свойства смеж
ных углов следует, чго если внутренние 
накрест лежащие углы  одной пары рав
ны, то внутренние накрест лежащие 
углы  другой пары тоже равны, а сумма 
ену: реннчх односторонних углов каждог 
пары равна 180°. Обратно, если сумма 
внутренних односторонних углов 

одной пары рсвча 180°, тс сумма внутренних одгосторонних 
углов другой пары тоже равна 180°, а внутренние накрест ле
жащие углы  ка-гхдсй пары равны. Поясним первое ут верж
дение.

Посмотрите на рисунок 60. Если внутренние накрест ле
жащие углы 1 и 2 рачны, то внутренние накрест лежащие 
углы 3 и 4, как смежные углам 1 и 2, тоже равны. Углы 1 и 4 
являются внутренними односто оонними. Так как у ю л  4 
дополняет угол 2 до 180°, а  угол 2 равен углу 1, то сумма 
углов 1 и 4 равна 180°.

Т е о р е м а  4. 2. Если внутренние накрест лежащие углы  
равны или  сумма внутренних односторонних углов ризна 180°, 
то прямые параллельны  (рис. СО).

Рис. 50
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что прямые а и Ь не 
параллельны; следовательно, они пересекаются в некоторой 
точке С (рис. 51). Отложим на продолжении отрезка С А  
отрезок А Л ,  равный отрезку ВС, а на продолжении отрезка 
С З  отметим какую-нибудь точку Е. Треугольники ВА С  и 
А В Л  равны по первому признаку равенства треугольников. 
У них сторона А В  общая, углы СВА  и Л А В  равны по усло
вию теоре'ты как накрест лежащие, а А Л  =  ВС  по пост
роению.

Из равенства треугольников следует равенство углов А В Л  
и ВАС . А угол ВАС  ратен накрест лежащему углу А В Е . 
Такии образом, углы А В Л  и А В Е  равны. А тек как они 
отложены от полупрямой В А  в одну полуплоскость, то 
прямые В Л  и В Е  совпадают. Но это невозможно, потому что 
точка Л  не лежит на прямой В Е . Следовательно, исходное 
предположение о том, что прямые а  и & не параллельны, 
неверно. Теорема доказана.

Теоремы 4.1 и 4.2 выражают признаки параллельности 
прямых.

З а д а ч а  (3). Даны прямая А В  и точка С, не лежащая 
на этой прямой. Докажите, что через точку С можно провести 
прямую, параллельную прямой А В .

Р е ш е н и е .  П рямая А С  разбивает плоскость на две 
полуплоскости (рис. 52). Точка В  лежит в одной из них. 
Отложим от полупрямой С А  в другую полуплоскость угол 
АС Л , равный углу С АВ . Тогда прямые А В  и СЛ будут па
раллельны. В самом деле, для этих прямых и секущей АС  
углы ВАС  и Л С А  внутренние накрест лежащие. А так как 
они равны, то по теореме 4.2 прямые А В  и СЛ параллельны.

Сопоставляя утверждение задачи 3 и аксиомы V (основного 
свойства параллельных прямых), приходим к важному выводу:
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через те~1 ку, не лежащую на дс гной  
прямой, мо.чено провезти параллельную  
ей прямую, и только овна.

Т е о р е м а 4.3 (обратнаятеореме4.2). 
Если две параллельные прямые пересе
чены третьей прямой, то внутренние на- 
; :регт лежащие углы  равны, а сумма 
внутренних односторонних углов равна 
180 ' .

Д о к а з а т е л ь с т в  о. Пусть прямые с  и Ь параллель
ны, а грям ая с их пересекает. Проведем через точку А  пря
мую а1 так, чтобы сумма внутренних односторонних углов, 
образованных секущей с и прямыми ах и Ь, была раьча 180° 
(рис. 53). Тогда по "еореме 4.2 прямая аг будет параллельна 
прямой Ъ. Но через точку А  проходит только одна прямая, 
параллельная Ъ. Следовательно, прямая а совпадает с пря
мой ах. Итак, сумма внутренних односторонних углов, обра- 
вованных секущей с и параллельными а и Ь, равна 180°, а 
вначит, накрест лежащие углы равны. Теорема доказана 
полностью.

Из теорем 4.2 и 4.3 следует, что две прямые, перпендику
лярные третьей, параллельны. Если прямая перпендикулярна  
одной из параллельных п р я м ы х ,  т о  она перпендикулярна и  

другой (рис. 54).

З а д а ч а  (7). Угол А В С  равен 80е, а угол ВС И  равен 
120е. Могут ли прямые А В  и СП быть параллельными? Обо
снуйте ответ.

Р е ш е н и е .  Д ля прямых А В  и СП и секущей ВС  углы 
АВ С  и ВСП являются либо внутренними односторонними

Рве. 64
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(рис. 55, а), либо внутренними накрест лежащими (рис. 55, б). 
Если бы грямые ЛЯ  и СО были параллельными, то либо 
А. АВС  =  Ф В С В , если углы накрест лежащие, либо 
А_ А В С  +  А. ВС В  =  180°, если углы односторонние. Но 80° Ф  
^1 2 0 ° и 80° +  120° =  200° Ф  180°, Значит, прямые А В  и СВ  
не могут быть параллельными.

ГУММ/, УГЛОВ ТРЕУГОЛЬНИКА

Т е о р е м а 4.4. Сумма, углов треугольника равна 18(Р.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А В С  — данный тре

угольник (рис. 56). Отметим середину О стороны ВС. Отло
жим на продолжении отрезка АО  отрезок ОВ, равны? отрез
ку ОА. Треугольники ВОВ  и СОА равны, так как у них 
углы при вечшине О равны как вертикальные, а ОВ =  ОС и 
О А  =  ОВ  по построению. Из равенства треугольников сле
дует, что угол В В О  равен углу АСО.

Д ля прямых АС , В В  и секущей ВС  углы ВВ О  и АСО  
являются внутренними накрест лежащим!». Действительно, 
точки А  а В  лежат в разных полуплоскостях относительно 
прямой ВС, так как отрезок А В  пересекает прямую ВС  (в точ
ке О). Из равенства внутренних накрест лежащих углов ВЕО  
и АСО  по теореме 4.2 следует, что прямые АС  и В В  парал
лельны.

Д ля прямых АС, В В  и секущей А В  углы В В А  и С А В  яв
ляются внутренними односторонними. Действительно, течки 
С и В  лежат в одной полуплоскости относительно прямой 
А В , именно в той полуплоскости, где лежит точка О. Так 
как прямые АС  и В В  параллельны, то сумма внутренних 
односторонних углов С АВ  и  В В А  равна 180°.

Угол В В А  равен сумме углов В В С  
и АВ С , так как луч ВС  пересекает от- 
резок А В  с концами на сторонах угла 
А В В .  По доказанному угол В В С  равен 
углу АС В. Следовательно, сумма углов 
треугольника АВ С , т. е. А. ВС А  +
+  Л. ЛВС  +  Л. С А В , равна сумме 
внутренних односторонних углов при 
параллельных АС  и  В В  и секущей А В , 
т. е. равна 180°. Теорема доказана. Рис. 56
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Анешнии
угол

Рис. 57

Рис. 58

Из теорет^ы 4.4 еле *ует, что у любо
го тр гу голышка хотя бы два у  гг а ос I - 
рые.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допус
тил, что у треугольника только один 
острый угол или вообще нет острые уг
лов. Тогда у этого треугольника есть 

В два угла, каждый из которых не мень
ше 90°. Сумма этих двух углов уже не 
меньше 180°. А это невозможно, так 
как сумма всех трех углов треугольни
ка равна 180°.

З а д а ч а  (12). Чему равны углы 
равностороннего треугольника?

Р е ш е н и е .  У равностороннего 
треугольника, как мы знаем, все углы 
равны (задача 13 § 3). Так как они в 
сумме дают 180е, то каждый из них 
равен 60°.

Внешним углом треугольника при 
данной вершине называется угол, смеж
ный с углом треугольника при этой вер- 

н  ине (рис. 57). Чтобы не путать угол треугольника при дан
ной вершине с внешним углом при этой же вершине, его назы
вают внутренним углом.

Т е о р е м а  4. 5. Внешний угол треугольника равен сумме 
двух внутренних углов, не смежных с ним.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ЛВС  — данный тре
угольник (рис. 58). По теореме 4.4 А -А  +  +  =
=  180°. Отсюда следует, что А. А  -Ь А. 3  =  18(Г — А_ С. 
В правой части этого равенства стоит градусная мера внеш
него угла треугольника при вершине С. Теорема доказана.

Из теоремы 4.5 следует, что внешний угол треугольника 
больше любого внутреннего угла, не смеж юго с ним.

З а д а ч а  (28). В треугольнике АВС  проведена высота 
СП. К акая  из трех точек А , В , П  лежит между двумя дру
гими, если углы А  VI В  треугольника острые?

Р е ш е н и е .  Точка В  не может лежать между А и П . 
Если бы она лежала между А  и П  (рис. 59), то осгрцй угол
а

Рис. 59



АВС  как внешний угол треугольника СВЯ  был бы больше 
прямого угла СИВ. Точно так же доказывается, что и точка 
А  не может лежать между В а  П . Значит, точка Л  лежит 
между А  и В.

ПРЯМОУГОЛЬНЫЙ ТРЕУГОЛЬНИК

Треугольник называется прямоугольным, если у него есть 
прямой угол. Так как сумма углов треугольника равна 180е, 
то у прямоугольного треугольника только один прямой 
угол. Д ва других угла прямоугольного треугольника ост
рые. Острые углы дополняют друг друга до 90е. Сторона 
прямоугольного треугольника, противолежащая прямому уг
лу, называется гипотенузой, две другие стороны называются 
катетами (рис. 60).

Д ля прямоугольных треугольников, кроме трех известных 
нам признаков равенства, имеются другие признаки. Вот 
эти признаки:

1. Если гипотенуза и острый угол одного прямоугольного 
треугольника соответственно равны гипотенузе и острому углу  
другого треугопът та, то такие треугольники равны. (Приз
нак равенства по гипотенузе и острому углу.)

2. Если катет и противолежащий ему угол одного прямо
угольного треугольника соответственно равны катету и про
тиволежащему углу  другого треугольника, то такие треуголь
ники равны. (Признак равенства по катету и проти юлежа- 
щег/гу углу.)

3. Если гипотенуза и катет одного прямоугольного тре
угольника соответственно раьнг: гипо. зиузе и катету другого 
треугольника, то такие треугольники равны. (Признак равен
ства по гипотенузе и катету.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВС  и 
А 1В 1С1 — прямо у год! ъые треуо ельники с 
прямыми углами С и (рис. 61), для кото
рых выполняется одно из условии:

1) А В  =  А & ,  А -А  =  А-Ар,
2) ВС  =  В ]А , А -А  — А-Ар,
3) А В  =  А гВи  ВС  =  Я С).

катет 
Рпс. 60
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Рис. 61 Рис 62

Докажем, что треугольники равны.
Д ля  доказательства первых двух признаков достаточно 

заметить, что если А  А =  А  А г, то А. В = А. В 1. А тогда тре
угольники в обоих случаях равны по второму признаку ра
венства треугольников.

Доказательство признака равенства прямоугольных тре
угольников по гипотенузе и катету было дано в решении 
задачи 28 § 3,

З а д а ч а  (35). Докажите, что в прямоугольном тре
угольнике с углом 30е катет, противолежащий этому углу, 
равен половине гипотенузы.

Р е ш е н и е .  Пусть А В С  — прямоугольный треуголь
ник с прямым углом С и острым углом В , равным 30° (рис. 62). 
Отложим на продолжении стороны АС  отрезок СО, равный 
АС. Треугольники АВС  и ЮВС равны по первому признаку. 
У них углы при вершине С прямые, сторона ВС  общая, а 
АС  =  С1> по построению. Из равенства треугольников сле
дует, что А—И  =  А  А =  60°, А. С В В  =  А—СВ А  =  30°, а зна
чит, А -А В И  =  60°. Отсюда следует, что треугольник АВХ>
равносторонний. Поэтому АС  =  — АО =  — А В ,  что и тре-

2 2
бозалось доказать.

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ 
ПЕРПЕНДИКУЛЯРА К ПРЯМОЙ

Т е о р е м а  4 . 6. Из любой точки, не лежащей на дачной 
прямот, можно опустить на эту прямую перпендикуляр, и  
только один.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а — данная прямая и 
А  — не лежащая на ней точка (рис. 63). Проведем через точ



ку А  прямую Ь, параллельную прямот" 
а (задача 3 § 4). Проведем теперь через 
точку А  прямую с, перпендикулярную 
прямой Ь. Она будет перпендикулярна 
прямой а (теорема 4.3) и пересечет ее в 
некоторой точке В. Отрезок А В  — пер
пендикуляр, опущенный из А  на прямую п.

Допустим, что из точки А  можно опус
тить на прямую а два перпендикуляра:
А В  и АС. Тогда у треугольника АВС  
было бы два прямых угла, что невозможно.
Теорема доказана.

Длина перпендикуляра, опущенного 
из данной точки на прямою, называется 
расстоянием от точки до прямой.

З а д а ч а  (42). Докажите, что расстояния от любых двух 
точек прямой до пв раллельной прямой равны.

Р е ш е н и е .  Пусть а  и & — параллельные прямые 
(рис. 64). Отметим на прямой а две точки А  и А 1 и опустим 
из них перпендикуляры А В  и А 1В 1 на прямую Ь. Прямо
угольные треугольники А В А Х и В 1А 1В  равны по гипотенузе 
и острому углу. У них гипотенуза В А Х общая, а острые углы 
А А ХВ  и В ХВ А Х равны как внутренние накрест лежащие при 
параллельных а и б и  секущей В А г. В самом деле, эти углы 
либо внутренние накрест лежащие, либо внутренние одно
сторонние. Они не могут быть внутренними одностор< няимг, 
так как, будучи острыми, не дают в сумме 180°. Из равенства 
треугольников следует равенство сторон А В  и А 1В 1, т. е. 
равенство расстояний от точек А  и А Х прямой а до пря- 

• мой Ь.
К ак видим, расстояния от всех точек прямой до парал

лельной пряной равны. Поэтому говорят, что параллельные 
прямые — равноотстоящие. Расстоянием между параллель
ными прямыми называется расстояние от какой-нибудь точки 
одной прямой до другой прямой.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Докажите что две прямые, параллельные третьей, па
раллельны друг другу.

2. Объясните, какие углы называются внутренними одно-

Гис. 64
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сторонними. К азне углы называются внутренними 
накрест лежащими?

3. Докажите, что если внутренние накрест лежащие углы 
одной пары равны, то внутренние накрест лежащие 
углы другой пары гоже равны, а спмма внутренних 
односторонних углов каждой пары равна 181/. 
Обратно, если сумма внутренних односторонних у1 лог 
одной пары равна. 18С°_ то сумма внутрежнгз. односторон
них углов другой пары тоже равна 180°, а  гн-.-тренние 
накрест лежащие углы каждой пары равны.

4. Сформулируйте и докажите признак параллельности 
прямых по их углам с секущей.

5. Докажите, что через точку, не лежащую на данной 
прямой, мо «но провести параллельную ей прямую. 
Сколько прямых, параллельных данной, можно про
вести через точку, не лежащую на этой прямой?

6. Докажите, что если две параллельные прямые пересе
каются третьей прямой, то гнутр енние накрест лежащие 
углы равны, а сумма внутренних односторонних углов 
равна 180е.

7. Докажите, что две прямые, перпендикулярные третьей, 
параллельны. Если прямая перпендикулярна одной из 
дгтух параллельных прямых, то она перпендикулярна и 
другой.

8 . Вопросы к доказательству тес ремы 4.4 о сумме углов 
треугольника (см. рис. 56):
а) объясните, почему утлы С ВО  и ВС А  являются внут
ренними накрест лежапрг ти для прямы:: АС, ВО  и се
кущей ВС',
б) объясните, почему углы А В О  и ВАС  являются внут
ренними односторонними для прямых А С , ВО  и секу
щей АВ;
в) объясните, почему угол А В О  равен су_ше углов 
А В С  и ИВС.

9. Докажите, что у любого треуголт.нгка по крайней мере 
два угла острые.

10. Что такое внешний угол треугольника?
11. Докажите, что внешний угол треугольника равен сумме 

двух внутренних углов, не смежных с ним.
12. Докажите, что внешний угол треугольника больше лю

бого внутреннего угла, не смежного с нлм.
13. Какой треугольник называется прямоугольным?
14. Чему равна сумма острых углов прямоугольного тре

угольника?
15. К акая  сторона прямоугольного треугольника называет

ся гипотенузой? Какие сторон: ”, называют.:,' катета и?
16. Сформулируйте и докажите признаки рл-гепенпа прямо

угольных треугольников.
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17. Докажите, что из любой точки, не лежащей на данной 
прямой, можно опустить на эту прямую перпендикуляр, 
и только один.

18. Что называется расстоянием от точки до прямой?
19. Объясните, что такое расстояние между параллельных^ 

прямыми.
УПРАЖНЕНИЯ

1. Докажите, что если некоторая прямая пересекает одну 
из двух параллельных прямых, то она пересекае"" и 
другу: о.

2. Дан треугольник АВ С . Н а стороне А В  отмечена точна 
В и  а  на стороне АС  — точка Сх. Назовите внутренние 
односторонние и внутренние накрест лежащие углы при

^прямых А В , АС  и секущей В1С1.
3. ".аны прямая А В  и точка С, не лежашая на этой пря

мой. Докажите, что через т эчку С можно провести пря
мую, параллельную прямой А В .

4. Докажите, что биссектрисы внутренних накрест лежа
щих углов, образованных параллельными и секущей, 
параллельны, т. е. лежат на параллельных прямых.

5. Отрезки л.В  и СВ  пересекаются в точке Е  и делятся 
этой точкой пополам. Док ажите, что прямые АС  и  В В  
параллельны.

6 . Треугольники АВ С  и З А В  равны. Точки С и В  лежат 
по разные стороны от прямой А В . Докажите, что пря
мые АС  и В В  параллельны.

7. Угол АВС равен 80°, а угол ВСВ  равен 120°. Могут 
ли прямые А В  и СВ  быть параллельными? Обоснуйте 
ответ.

8 . Разность двух внутренних односторонних углов при 
двух параллельных прямых и секущей равна 30°. Най- 
ддге ети углы.

9. Сумма двух внутрзслих накрест лежащих углов при 
двух параллельных прямых и секущей равна 150°. 
Чему равны эти углы?

10. Один из углов, которые получаюг'ся при пересечении 
двух пап- ллельных прямых секущей, равен 72°. Най
дите остальные семь углов.

П .  Один из углов, которые получаются при пересечении 
двух параллельных прямых секущей, равен 30°. Может 
ли один ггз остальных семи углов равняться ?0°? Объяс
ните с гвет.

12. Чему равны углы равностороннего треугольника?
13. Под каким углом пересек."лотся биссектрисы двух внут- 

р  яшиъ. односторонних углов чри параллельных пря
мых? '

14. Найдите неизвестный угол треугольника, если у него
л?



два угла равны: 1) 50° и 30°; 2) 40° и 75°; 3) 65° и 80°;
4) 25° и 120°.

15. Найдите углы треугольника, если они пропорциональны 
числам: 1) 1, 2, 3; 2) 2, 3, 4; 3) 3, 4, 5; 4) 4, 5, 6;
5) 5, 5, 7.

16. Может ли в треугольнике быть: 1) два тупых угла;
2) тупой и прямой углы; 3) два прямых угла?

17. Может ли быть тл^пым угол при основании равнобед
ренного треугольника?

18. Найдите угол между боковыми сторонами равнобедрен
ного треугольника, если угол при основании у него 
равен: 1) 40°, 2) 55°, 3) 72°.

19. Найдите угол при основании равнобедренного треуголь
ника, если угол между боковыми сторонами равен:
1) 80°, 2) 120°, 3) 30°.

20. Один из углов равнобедренного треугольника равен 
100°. Найдите остальные углы.

21. Один из углов равнобедренного треугольника равен 70е. 
Найдите остальные углы. Сколько решения имеет за
дача?

22. В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС  
проведена биссектриса СО. Найдите углы треугольни
ка, если угол А Б С  равен а .

23. В равнобедренном треугольнике АВС  с основанием АС  
и углом при вершине В , равным 36°, проведена биссект
риса АО. Докажите, что треугольники С Б А  и А Б В  
равнобедренные.

24. В треугольнике АВС  проведены биссектрисы из вершин 
А  и В. Точка их пересечения обозначена О . Найдлтг 
угол А Б В ,  если: 1) А  А  =  а, А В  =  (3; 2) А С  =  у.

25. Один из внешних углов равнобедренного треугольника 
равен 70°. Найдите углы треугольника.

26. Найдите углы треугольника, зная, что внешние угль: 
при двух его вершинах равны 120° и 150°.

27. Д ва внешних угла треугольника равны 100° и 150°. 
Найдите третий внешний угол.

28. В треугольнике АВ С  проведена высота СБ. К акая 
из трех точек А , В , Б  лежит между двумя другими, 
если углы А  и В  треугольника острые?

29. Из вершины прямого угла треугольника А В С  проведен I 
высота В Б .  Найдите угол С В Б, зная, что А  А  =  а .

30. Из вершины тупого угла В  треугольника АВС  проведена 
высота В Б .  Найдите углы треугольников А В Б  и С ВБ, 
зная, что А  А  =  а , А  В =  В.

31. Докажите, что биссектриса внешнего угла при версине 
равнобедренного треугольника параллельна основа
нию. '

32. Сумма внешних углов треугольника А В С  при вершш ах
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А  и  В, е з я т ы х  по одному для каждой вершины, равна 
240°. Чему равен угол С треугольника?

33. Д  ш треугольник АВС . Н а продолжении стороны АС  
отложены отрезки АО =  А В  и СЕ  =  СВ. К ак  найти 
углы треугольника О Б Е , зная углы треугольника АВС 7

34. У треугольника один из внутренних углов рдвег 30°, а 
один из внешни ^ 40°. Найдите остальные внутренн* е 
углы треугольника.

35. Докажите, что в прямоугольном треугольнике с углом 
30° катет, противолежащий этому углу, равен половине 
гипотенузы.

38. Найдлте углы прямоугольного равнобедренного тре- 
угольни ;а.

37. В равностороннем треугольнике ЛВС  проведена медиа
на А О . Найдите углы треугольника А В О .

38. Высоты треугольника А В С , проведенные из вершин А  
и С, пересекаются в точке М . Найдете А .А М С , если 
А_ А  =  70°, А .С  =  80°.

39. В треугольнике АВ С  медиана В Б  равна половине 
стороны АС. Найдите угол В  треугольника.

40. П рямая а пересекает отрезок ВС  в его середине. Дока
жите, что точки В  и С находятся на одинаковом рас
стоянии от прямой а.

41. Отрезок ВС  пересекает прямую а в точке О. Расстояния 
от точек В и С до прямой а равны. Докажите, что точка 
О является серединой отрезка ВС.

42. Докажите, что расстояния от любых двух точек прямой 
до параллельной прямой равны.

§ 5. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ
ОКРУЖНОСТЬ

О п р е д е л е н и е .  Окружностью называется фигура, 
которая состоит из всех точек плоскости, ^Кв&с?удалённых 
от данной точки. Эта точка называется центром окруж
ности.

Расстояние от точек окружности до ее центра называется 
радиусом окружности. Радиусом называется также любой 
отрезок, соединяющий точку окружности с ее центром (рис.65).

Отрез ж , соединяющий две точки окружности, назывгэт- 
вя хордой. Хорда, проходящая через центр, называется 
диаметром. Н а рисунке 66 ВС  — хорда, АО — диаметр.

Окружность называется описанной около треугольника, 
если она проходит через все его вершины.
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Центр окружности, описанной' около треугольника, явля 
ется точкой пересек< лия  перпендикуляров к  сторожам тре
угольника, проведенных через середины этих сторон.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А В С  — данный тре
угольник и О — центр описанной около него окружности 
(рис. 67). Треугч льнкк АОС  ра  шобедрпнный; у  него сюроны 
ОА и  ОС равны к ак  радиусы. Медиана ОО этого треуголь
ника одновременно является его высотой. Поэтому центр 
окружности лежит на прямой, перпендикулярной стороне АС  
и проходящей через ее середину. Точно так же доказывается, 
что центр окружности лежит на перпендикулярах 1 с двум 
другим сторонам треугольника.

З а м е ч а н и е .  Прямую, проходящую через середину 
отрезка перпендикулярно к  нему, часто называют серединным 
перпендикуляром. В связи с этим иногда говорят, что центр 
окружности, описанной около треугольника, лежмт на пере
сечении серединных перпендикуляров к  сторонам треуголь
ника.

П рямая, проходящая через точку окруэг.ногги псрпенди-

Рис. 68

куяярно к  радич су, про еденному в эту 
точку» называется гасапелъпой. При 
этом данна I точка окружности называ
ется точкой хаеания. Н а рчсунке 63 
прямая а проведена через тоаку ок
ружности А  пернет чярио к  радиу
су С А .  Пряыяя а явлчетсч касательной 
к  окружности. Точка А  является точ
кой касания. Можно сказать те .еже, 
что окружность касается пряной а в 
точке А .
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Окружности называется вписанной в треугольник, если 
она касается всех его сторон.

Центр окружности, вписанной в треугольник, является точ
кой пересечения его биссектрис.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А В С  — данный тре
угольник, О — центр вписанной в него окруж! юсти, X), Е  и 
Р  — те тки касания окружности со сторонами (рис. 69). 
Прямоугольные треугольники АОЦ  и АОЕ  равны по гипоте
нузе и катету. У них гипотенуза АО  общая, а катеты ОХ) и 
ОЕ равны как радиусы. Из равенства треугольников следует 
равенство углов ОАИ  и ОЛЕ. А это значит, что точка О ле
жит на биссектр асе треугольника, проведенной из вершины 
А . Точно так же доказывается, что точка О лежит на двух 
других биссектрисах треугольника.

Говорят, что две окружности, имеющие общую точку, 
касаются в этой точке, если они имеют в этой то  лее общую 
касательную (рис. 70). Касание окру.к юстей называется 
внутренним, если центры окружностей лежат по одну сторо
ну от их общей касательной (рис. 70, а). Касание окружно
стей наливается внешним, если цент >ы окружностей лежат 
по разные стороны от их общей касательной (ряс. 70, б}.

ЧТО ТАКОЕ ЗАДАЧИ НА ПОСТРОЕНИЕ

В задачах на построение идет речь о построении геомет
рической фигуры с помощью данных чеотежных инструмен
тов. Такими инструментами чаще всего являются линейка 
н циркуль. Решение задачи состой"’ не столько в построени” 
уйгуры, сколько в решении вопроса о том, как это сделать, и 
соответствующем доказательстве. Задача считается решен-
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с ! ной, если указан способ построения
5 фигуры и доказано, что в результате

выполнения указанных построений дей
ствительно получается фигура с тре
буемыми свойствами.

С помощью линейки как инструмен
та геометрических построений можно 
провести произвольную пряную ; про
извольную прямую, проходящую че
рез данную точку; пря^” гю, проходящую 
1еоез две данные точки. Н* каких дру
гих операций выполнять линейкой нель- 

вя. В частности, нельзя откладывать линейкой отрезки, 
даже если на ней имеются деления.

Циркуль как инструмент геометрических построений пс- 
вволяет описать из данного центра окружность данного ра
диуса. В частности, циркулем можно отложить данный отре
зок на данной прямой от данной точки.

Рассмотрим простейшие задачи на построение.

ПОСТРОЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКА С ДАННЫМИ СТОРОНАМИ

З а д а ч а  5. 1. Построить треугольник с донными сторона
ми а, Ь, с (рис. 71, а).

Р е ш е н и е .  С помощью линейки проводим произволь
ную прямую и отмечаем на ней произвольную точку В  
(рис. 71, б). Раствором циркуля, равным а, описываем ок
ружность с центром В  и радиусом а. Пусть С — точка ее 
пересечения с прямой. Теперь раствором циркуля, равны*, с, 
описываем окружность из центра В , а  раствором циркуля, 
равным 6, описываем окружность из центра С. Пусть А  — 
точка пересечения этих окружностей. Проведем отрезки А В  и
АС. Треугольник А В С  имеет стороны, равные с, Ь, с.

Г ^СТРОЕНИЕ УГЛА, РАВНОГО ДАННОМУ

8 а д а ч а  5.2. Отложить от донной полупрямой в данную  
полуплоскость угол, равный данному углу.

Р е ш е н и е .  Проведы произвольную окружность с цент-
12



ром в вершине А данного угла (рис. 
72, я). Пусть В и С — течки пересе
чения окружности со сторонами уг
ла. Радиусом А В  проведем окруж
ность с центром в точке О — на
чальной точке данной полупрямой 
(рис. 72, б). Точку пересечения этой 
окружности с данной полупрямой 
обозначим В Опишем окружность 
с центром Ву и  радиусом ВС. Точка 
Су пересечения построенных окруж
ностей в указанной полуплоскости 
лежит на стороне искомого угла. 
Д ля до саьательства достаточно заме
нить, что треугольники А В С  и ОВуСу 
равны как  треугольники с соответст
венно равными сторонами. Углы А  и 
О являются соответствующими уг
лами этих треугольников.

ПОСТРОЕНИЕ БИССЕКТРИСЫ УГЛА

3 а д а ч а 5. 3. Построить биссектрису данного угла.
Р е ш е н и е .  Из вершлны А  данного угла, как из цент

ра, описываем окружность произвольного радиуса (рис. 73). 
Пусть В и С — точки ее пересечения со сторонами угла. Из 
точек В и С тем же радиусом описываем окружности. Пусть 
В  точка их пересечения, отличная от А .  Проводим полу
прямую АВ. Она делит угол В А С  пополам. Это следует из 
равенства треуголь;:ико з АВВ и АСВ, у которых углы П А В  
и ВА С являются соответствующими.

ДЕЛЕНИЕ ОТРЕЗКА ПОПОЛАМ

3 а д а ч  а  5. 4. Разделить отрезок пополам.
Р е ш е н и е .  Пусть АВ — данный отрезок (рис. 74). Из 

точек А и  В радиусом АВ описываем окружности. Пусть 
С к  Су — точки пересечения этих окружносгой. Они лежат
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Рис. 74

в разных полуплоскостях ОТНОСИ"» льно 
прямой а В . Отрезок ССХ пересек.’ от пря
мую А В  в некоторой точке О. Эте точка 
и есть середина отрезка А В .

Действительно; треугольи ней С АО, 
и СВСХ равны по третьему признаку 
равенства треугольников. Отсюда следует 
равенство углов АСО  и ВСО. Треугольни
ки АСО  и ВСО рапны по первосгу приз
наку равенства треугольников. Стороны 
АО  и ВО  этих треугольников являются 
соответствующими, а  поэтому они равны. 
Таким образом, О—середи"а отрезка А В .

п о с тр о е н и е  ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОЙ 
ПРГМОЯ

3 а д а ч а  5. 5. Через данную точку О 
провести прямую, перпендикулярную дан
ной прямой а.

Р е ш е н и е .  Возможны два случая:
1) точка О лежит на прямой с;
2) точка О не лежит на прямой а. 
Рассмотрим первый случай (рис. 75). 
Из точки О проводим произвольным

радиусом окружность. Она пересекает 
прямую о в двух точках: А  и В . Из 
точек А  и В  проводим окружности радиу
сом А В . Пусть С — течка их пересече
ния. Искомая прямая проходит через точ
ки О и С. Перпендикулярность прямых 
ОС и А В  следует из равенства углов при 
вершине О треугольников АСО  и ВСО. 

Рис. 76 Эти треугольники равны по третьему 
признаку равенства треугольников.

Рассмотрим второй случай (рис. 76).
Из точки О проводин окружность, пересек тющую п ря

мую а. Пусть А  и В  — точки ее пересечения с прямой а. 
И з точек А  и  В  тем же о а 'ту со  >1 проводим окружности. 
Пусть Сх — точка их пересечении, лежащая в полуллое-

0

С \В у

\
0,
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кости, отличной от той, в которой лежит точка О. Искомая 
прям ш проходит через точки О и Ох. Докажем г>то. Обозн,"- 
чли через С точку пересечения прямых А Ь  и ООу. Треу гол1 - 
ники ЛОВ и АОхВ равнял по третье ну признаку. Поотому 
угол ОАС  равен углу ОуАС. А тогда треугольники О АС  и 
ОуАС равны по первому признаку. Значит, их углы АСО и  
АСОу равны. А так как они смежные, то они прямые. Таким 
образом, ОС — перпендикуляр, опущенный из точки О на 
прямую а.

ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ МЕСТО ТОЧЕК

Одним из методов решения задач на построение является 
метод геометрических мест. Геометрическим местом пенек 
называется фигура, которая состоит из всех точек плоскости, 
обладающих определенным свойством. Например, окруж
ность можно определить как геометрическое место точек, 
рдвноудаленных от дачной точки.

Важное геометрическое место точек дает следующая тео
рема:

Т е о р е м а  5. 6. Геометрическое место точек, равноудален
ны х от двух данных точек, есть прямая, перпендикулярная к 
отрезку, соединяющему эти точ.ш, и проходящая через его 
середину.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А и Л — данные точки, 
а — прямая, проходящая через середину О отрезка А В  пер
пендикулярно к нему (рис. 77). Мы должны доказать, что:
1) каждая точка прямой о равноудалена от точек А  и В;
2) каж дая точка I) плоскости, равноудаленная от точек А  и 
В, лежит на прямой о. То, что каж 
дая точка С прямой а находится на 
одинаковом расстоянии от точек А  
и В , следует из равенства треуголь
ников АОС я  ВОС. У  этих треуголь
ников углы при вершине О прямые, 
сторона ОС общая, а АО  =  ОВ, так 
как О — середина стрелка А В . По
кажем теперь, что каждая точка X) 
пчоенрети, равноудаленная от то
чек А и В, лежит на прямой а
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Рассмотрим треугольник А Л В . Он равнобедренный, так 
как  А Л  =  В Л . В нем ЛО  — медиана. По свойству равнобед
ренного треугольника медиа] и I, проведенная к основанию, 
является высотой. По теореме 2.3 прямая ОЛ совпадает с а, 
а  значит, точка Л  лежит на прямой й. Теорема доказана.

МЕТОД ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ МЕСТ

Сущность югтода геометрических мест, используе мого при 
решении задач на построение, состоит в следующем. Пусть, 
решая задачу на построение, нам надо найти точку X ,  
удовлетворяющую двум условиям. Геометрическое место то
чек, удовлетворяющих первому условию, есть некоторая фи
гура Рг, а геометрическое место точек, удовлетворяющих 
второму условию, есть некоторая фигура Р 2. Искомая точка 
X  принадлежит Ру и  Р 2, т. е. является их точкой пересечение 
Если эти геометрические места простые (скажем, состоят из 
щ  ям: чх и окружностей), то мы можем их построить и найти 
интересующую нас точку X .  Приведем пример.

З а д а ч а  (38). Даны три точки: А , В , С. Постройте 
точку X , которая одинаково удалена от точек А и В и на
ходится на данном расстоянии от точки С.

Р е ш е н и е .  Искомая точка X  удовлетворяет двум 
условиям: 1) она одинаково удалена от точек А и В; 2) она 
находится на данном расстоянии от точки С. Геометрическое 
место точек, удовлетворяющих первому условию, есть пря
мая, перпендикулярная отрезку АВ и проходящая через его 
середину (рис. 78). Геометрическое место точек, удовлетво
ряющих второму условию, есть окружность данного радиуса 
с центром в точке С. Искомая точка X  лея:ит на пересечении 
этих геометрических мест.

У1ЛЫ, ВПИСАННЫЕ В ОКРУЖНОСП
Угол, вершина которого лежит на окружности, а  сторо

ны пересекают эту окружность, называется вписанным в 
окружность (рис. 79).

Т е о р е м а  б. 7. Все вписанные в окружность углы , ст> >роны 
которых проходят через две данные точки окружности, а вер
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Рис. 78 Рис, 79 Рис. 80

шины лежат по одну сторону от прямой, соединяющей эти ток- 
ки, равны  (рис. 80).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВС  — угол, вш сак- 
ный в окружность с центром О (рис. 81). Проведем диаметр 
ЕЙ . Треугольники АО В  и СОВ равнобедренные. По свойству 
внешнего угла треугольника (теорема 4.5) А. А О В  =  А. О А В +
+  А  О БА — 2 А  О БА. Отсюда А. О БА — — А  АО В . Анало-

2
гично А. ОВС — — А. СОХ).

2
Н а рисунке 81 представлены различные случаи взаимного 

расположения сторон вписанного угла, центра окружности О 
и диаметра В В . Н а рисунке 81, о и в точки В  и О лежат по 
одну сторону от прямой АС, а на рисунке 81, б — по разные. 
Н а рисунке 81, с и б диаметр В В  проходит между сторонами 
угла, а на рисунке 81, в не проходит между ними.

В случае, который представлен на рисунке 81,с,
21 АВС =  А  А В В -{ -А  СВВ  =  —( А  А О В + А  СОВ) =  - А  АОС.2 2

В в



В случае, представленном на рисунке 
81, б,
^  АВС  =  А  А В В  +  А. СВВ =  — { А  АО В  +‘ 2
+  А. СОВ) =  - | [(180° — А. АОВ) +  (180° —

— А. СОВ)] =  180° — \  А  АОС.
В случае, представленном на рисунке 

81, в,
А- АВС =  А. А В В  — А. СВВ  =

=  — {А  АО В— АС О В) =  -  ААОС.
2 2

Если хорда А С  является диаметром 
(рис. 82), то

А  АВС =  А. А В В  +  А. СРВ  =

=  - ( А  АО В  +  ^  СОВ) =  90е.
2

Мы видим, что если вершина вписан
ного угла В и центр О лежат по одну 
сторону от прямой АС, то А А В С  =  
=  ААО С; если вершина В и центр О 
лежат по разные стороны от прямой АС,
то АЛ В С  =  180° — -А -А О С .

2
Если хорда АС является диаметром, то 
АЛВС =  90°.

Таким образом, все вписанные в окружность углы, стороны 
которых проходят через две данные точки окружности, а 
вершины лежат по одну сторону от прямой, соединяющей 
эти точки, имеют одну и ту же градусную меру, а  значит, 
равны. Теорема доказана.

З а д а ч а  (48). Точки А , В , С лежат на окружности. 
Чему равен угол АВС , если хорда АС  равна радиусу окруж
ности? (Два случая.)

Р е ш е н и е .  Если точка В  лежит по одну сторону с цент
ром О относительно прямой АС  (рис. 83, с), то по свойству
вписанного угла А  АВС =  — А  АОС. Так как по условию

2
хорда АС  равна радиусу, то треугольник АОС  равносторон
не



ний, а значит, угол АОС равен 60°. Поэтому /1  АВС  =  30°.
Если точки В  я  О лежат по разные стороны от прямой АС
(рис. 83, б), то по свойству вписанного угла А. А В С  =  180'—=
— -  А. АОС =  150°.

2

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Что такое окружность, центр окружности, радиус?
2. Что такое хорда окружности? К акая  хорда называется 

диаметром?
3. К акая  окружность называется описанной около тре

угольника?
4. Докажите, что центр окружности, описанной около 

треугольника, лежит на пересечении серединных пер
пендикуляров к сторонам треугольника.

5. К акая  прямая называется касательной к окружности?
6. К акая  окружность называется вписанной в треуголь

ник?
7. Докажите, что центр окружности, вписанной в тре 

угольник, лежит на пересечении его биссектрис.
8. Что значит: окружности касаются в данной точке?
9. Какое касание окружностей называется внешним, ка

кое — внутренним?
10. Объясните, как построить треугольник по трем сторо

нам.
11. Объясните, как  отложить от данной полупрямой в 

данную полуплоскость угол, равный данному углу.
12. Объясните, как разделить данный угол пополам.
13. Объясните, как разделить отрезок пополам.
14. Объясните, как через данную точку провести прямую, 

перпендикулярную данной прямой.
15. Что такое геометрическое место т о ч е к ?
16. Что представляет собой геометрическое место точек, 

равноудаленных от двух данных точек?
17. В чем состоит метод геометрических мест, используе

мый при решении задач на построение? Приведите при
мер.

18. Какой угол называется вписанным в окружность?
19. Сформулируйте и докажите теорему об углах, вписан

ных в окружность.
20. Чему равен вписанный в окружность угол А В С , если:

а) вершина угла В  и центр окружности О лежат в одной 
полуплоскости относительно прямой АС; б) вершина 
угла В  и центр О лежат в разных полуплоскостях отно
сительно прямой АС; в) хорда АС  япляется диаметром 
окружности?
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1. Докажите, что л «обой луч, исходящий из центра окруж
ности, пересекает окружность в одной точке.

2. Докажите, что прямая, проходящая через центр окруж
ности, пересекает окружность в двух точках.

3. Докажите, что диаметр окружности, проходящий через 
середину хорды, перпендикулярен ей.

4. Сформулируйте и докажите теорему, обратную утверж
дению задачи 3.

5. Из точки данной окружности проведены диаметр и 
хорда, равная радиусу. Найдите угол между ними.

6 . Из точки данной окружности проведены две хорды, 
равные радиусу. Найдите угол между ними.

7. Может ли окружность касаться прямой в двух точках? 
Объясните ответ.

8 . Докажите, что касательная к окружности не имеет 
других общих точек с окружностью, кроме точки каса
ния.

9 . Какие углы образует хорда А В , равная радиусу окруж
ности, с касательной в точке А ?

10. Найдите углы, под которыми пересекаются прямые, ка
сающиеся окружности в концах хорды, равной радиусу.

11. Окружности с радиусами 30 см и 40 см касаются. Н ай
дите расстояние между центрами окружностей в случа
ях внешнего и внутреннего касаний.

12. Могут ли касаться окружности, если их радиусы рав
ны 25 см и 50 см, а расстояние между центрами 60 см?

13. 1) Точки А , Ь , С лежат на прямой, а точка О — вне 
по ямой. Могут ли два треугольника АО В  и ВОС быть 
равнобедренными с основаниями А В  и ВС? Обоснуйте 
ответ.
2) Могут ли окружность и прямая пересекаться бс лее 
чем в двух точках?

14. 1) Окружности с центрами О и Ох пересекаются в точ
ках А  и В. Докажите, что прямая А В  перпендикулярна 
прямой ООг.
2) Докажите, что две окружности не могут пересекаться 
более гем в двух точках.

15. 1) Через точку А  окружности с центром О проведена 
прямая, не касающаяся окружности. ОВ — перпенди
куляр, опущенный на прямую. Н а продолжении отрез
ка А В  отложен отрезок ВС — А В .  Докажите, что 
точка С лежит на окружности.
2> Докажите, что если прямая имеет с окружностью 
только одну общую точку, то она является касательной 
к окружности в этой точке.
8) Докажите, что если две окружности имеют только 
одну общую точку, то они касаются в этой точке.

УПРАЖ НЕНИЯ
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16. 1) Из одной точки проведены 
две касательные к  окружнос
ти (рис. 84). Докажите, что от
резки касательных М Р  и М(± 
равны.
2) Докажите, что через одну 
точку не может проходить боль
ше двух касательных к окруж
ности.

17. Постройте треугольник с данными сторонами о, С и е, 
если: 1 ) а — 2 см, 6 = 3  см, с =  4 см; 2) а — 3 см, 
6 = 4  см, с =  5 см; 3) а =  4 см, 6 = 5  см, с =  6 см.

18. Д ан треугольник АВС . Постройте другой равный ему 
треугольник А В В .

19. Постройте треугольник по двум сторонам и радиусу 
описанной окружности.

20. Пострсйте окружность данного радиуса, проходящую 
через две данные точки.

21. Постройте треугольник АВ С  по следующим данным:
1 ) по двум сторонам и углу между ними:

а) А В  =  5 см, АС  =  б см, А  А  =  40°;
б) А В  =  3 см, ВС  =  5 см, А В  =  70е;

2) по стороне и прилс .::ащим к ней углам:
а) А В  =  6 см, А А  =  30°, А В  =  50°;
б) А В  =  4 см, А А  =  45°, А В  =  60е.

22. Постройте треугольник по двум сторона-! и углу, про
тиволежащему большей из них:
1) а =  6 см, 6 = 4  см, а  =  70°;
2) а — 4 см, 6 =  6 см, р =  100°.

23. Постройте равнобедренный треугольник по боковой 
стороне и углу при основании.

24. Разделите угол на четыре равные части.
25. Постройте углы 60° и 3 0 ’.
26. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, 

проведенной к  одной из них.
27. Постройте треугольник по двум сторонам и медиане, 

проведенной к третьей стороне.
28. Дан треугольник. Постройте его медианы и высоты.
29. Постройте треугольник по стороне, медиане, проведен

ной к  этой стороне, и радиусу описанной окружности.
30. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе 

н катету.
31. Постройте треугольник по двум сторонам и высоте, 

опущенной на третью сторону.
32. Постройте треугольник по стороне и проведенным к  ней 

медиане и высоте.
33. Постройте треугольник по двум сторонам и Бысоте, 

опущенной на одну из них.
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34. Постройте равнобедренный треугольник по боковой 
стороне и высоте, опущенной на основание.

35. Постройте равнобедренный треугольник по основанию 
и радиусу описанной, окруя ности.

36. Докажите, что геометрическое место точек, удаленных 
от данной прямой на ряостоянтз Л, состоит из двух 
прямых, параллельных данной и. от'точщ ях от нее на Л.

37. Н а данной прямой н а й д и - *» точку, которая находится 
на данном расстоянии от другой данной прямой.

38. Даны три точкл: А , Б , С. Постройте тонну X ,  которая 
одтазкозо удалена ст точек А  в. В и. находится на дан
ном расстоянии от точки С.

ЗЭ. Н а данной прямой найдите течку, равноудал °нн> ю от 
двух данных точек.

40. Даны четыре точк е: А , Б , С, 4>. Н атд гге точку X , к зто- 
рая одинаково удалена от точек А  и  В  и одинаково уда
лена от с-вчек С и Г>.

41. Постройте треугольник, если заданы сторона, приле
жа! ртч к ней угод и сумм* двух других етореи.

42. Постройте треугодьчлк, если заданы сторона, приле
жа! щй к  ней угол и разность двух других сторон.

43. П о сто й ’ е прямоугольный треугольник по катету и 
сумме другого катета и  гипотенузы.

44. Постройте тоеугольник по стороне, противстеж&щтму 
ей углу и высоте, провед яшой из вершины этого угла.

45. Постройте окрчхсность, которая касается сторон дан
ного угла, причем одной из них — в данной точке.

46. Сторона треую льника раянч 10 см, а  противолежащий 
ей угол — 150°. Найдите радикс описанной окружности.

47. Точки А , Б , С лежат на окружности. Чему равна хорда 
АС , если угол АВ С  равен 30°, а диаметр окружности 
10  см?

43. Точки А , В , С лежат на окружности. Чему равен утол 
А В С , если хорда АС  равна радиусу окружности? (Два 
случая.)

49. Докажите, что центром окружности, описанной около 
прямоугольного треугольника, является середина ги- 
потену ы.

50. Докажитз, что меди ана пряыоугольнлго треуы чьника, 
нповеде п а я  к гипотенузе, разбивает его на два равьо- 
5 яренны х треугольника.

51. Постройте прямоугольный треугольник по гипотенузе 
и высоте, опущегшой из ворогшы прямого угла на ги
потенузу.

52. Н а окружности отмечены четыре точки: А, В, С, О. 
Чему равен угол АХ>С, если угол А Ь С  ратзн а? (Два 
случая.)

62



Р.1С. 85 Рис. 86 Рис. 87

53. Хорды окружности А Б  и ВС  пересекаются. Угол АВС  
равен 10°, угол АСЮ равен 20°. Найдите угод С АЭ .

54. 1) Проведите через данную точку прямую, касагаш.уюся 
данной окружности.
2) К ак построить касательную к двум окружностям?

55. 1) Через точку 5  пройдены  касательные С А  и 8 Ь  к 
окр~ жности (рис. 85). Касательная I пересекает отресга: 
8А  и  8 В  в точках А г и  В г. Докажите, что пгрьыетр 
треугольника В А ^ ^  не зависит от того, качая чзлта 
карательная I, и равен 8 А  +  ВВ.
2) Даны угол и точка. К ак  провести через эту точк7' 
прямую, чтобы она опекала от данного угла треуголь- 
ни~ е дачныг: пгри1_етро1"?

56. 1 ) д&кажите, что серединные перпендикуляры к двум 
сторонам треугольника пересекаются (не паралле "нш ).
2) Докажите, что серединные перпендикуляры к трем 
сторонам треугольника пересекаются в одной точке.
3) Докажите, что около .пебого треугольника можно 

оонсать окружность, и только одну.
57. 1) Через вершины треуго, жилка А В С  проведены пря

мые, параллельные противолежащим сторона а (рис. 86). 
Точки их пересечения лзляются вершинами но
вого треугольника. Докажите, что вершины данного 
треугел I ника являю .ся серединами его сторон.
2) Долижите, что прллые, содержащие высоты тре
угольника, пересекаются в одной точке.

58. 1) Докажите, что две биссектрисы треугольника пере
секаются.
2) Докажите, что три биссектрисы треугольника пере
секаются в одной точке.
3) Докажите, что в лю5сй треугольник можно вписать 
окружность, и только одну.

59. Докажите, что геометрическое место вершин углов с 
заданной градусной мерой, стороны которых проходят 
через две данные точки, а вершины лежат по одну сторо
ну от прямой, соединяющей эти точки, есть часть ок
ружности с концами в этих точках (рис. 87).

63



7 к л а с с

§ 6. ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ 
ВЫПУКЛЫЕ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНИКИ

Четырехугольником называется фигура, которая состоит 
из четырех точек и чет дрех последовательно соединяющих их 
отрезков. При этом никакие три из данв ых точек не должны 
лежать на одной прямой, а соединяющие их отрезки не долж
ны пересекаться. Данные точки называются вершинами че
тырехугольника, а соединяющие их отрезки — сторонами 
четырехугольника. Н а рисунке 88 представлены три фигуры, 
каж дая из которых состоит из четырех точек А , В , С, Л  л  
четырех последовательно соединяющих их отрезков А В , ВС, 
СО и А О . Четырехугольником является только третья фигу
ра: у первой фигуры точки А , В , С лежат на одной прямой, 
а  у второй отрезки ВС  и А О  пересекаются.

Вершины четырехугольника называются соседними, если 
они являются концами одной из его сторон. Вершины, не 
являющиеся соседними, называются противолежащими. От
резки, соединяющие противолежащие вершины четырехуголь
ника, называются диагоналями. У четырехугольника на ри
сунке 89 диагоналями являются отрезки АС  и ВО.

Стороны четырехугольника, исходящие из одной вершины, 
называются соседними сторонами. Стороны, не имеющие

с в

Л А
в

Рве. 88
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общего конца, называются противоле
жащими сторонами. У четырехуголь
ника на рисунке 89 противолежа
щими являются стороны А В  и СО, 
ВС  и А Б .

Четырехугольник называемся выпук
лым, если он расположен в одной 
полуплоскости относительно любой 
прямой, содержащей его сторону. При 
этом сама прямая считается принадле
жащей полуплоскости. Н а рисунке 90, а 
четырехугольник выпуклый, а на ри
сунке 90, б — не выпуклый.

Четырехугольник обозначается ука
занием его вершин. Например, четырех
угольник на рисунке 89 обозначается 
так: АВ С Л . В обозначении четырех 
угольника рядом столщие вершины 
должны быть соседними. Четырехуголь
ник АВ С Л  на рисунке 89 можно также 
обозначить ВС Л А  ичи С Л А В. Но 
нельзя обозначить А В Л С  (В  и Л  — не 
соседние вершины).

Далее мы будем рассматривать толь
ко выпуклые четырехугольники. Углом 
выпуклого четырехугольника АВСТ) 
при вершине А  называется угол, обра
зованный полупрямыми А В  и А Л .

З а  д а ч а  (1). Докажите, что если 
диагонали четырехугольника пересе
каются, то он выпуклый.

Р е ш е н и е .  Пусть АВСТ) — четы
рехугольник, у которого диагонали 
пересекаются (рис. 91). Возьмем лю
бую сторону четырехугольника, напри
мер А В . П рямая А В  разбивает плос
кость на две полуплоскости. Точка 
5  — точка пересечения диагоналей — 
лежит в одной из них. В той же
3  А. В Погорелое

В

л
Рис. 89

А В
Рлс. 91
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полуплоскости лежат и вершины С и П . Поэтому сторо ы 
ВС, СВ  и В А  лежат в той полуплоскости, где лежит точка 
в , т. е. по одну сторону от прямой А В . То же самое можно 
повторить для любой из трех остальных сторон четырехуголь
ника. Значит, четырехугольник А В С В  выпуклый.

Параллелограмм — эго четырехугольник, у которого про
тиволежащие стороны параллельны, т. е. лежат на парал
лельных прямых (рис. 92).

Т е о р е м а  6.1. Если диагонали четырехугольника пересе
каются и точкой пересечения делятся пополам, то этот четы
рехугольник  — параллелограмм.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А В С В  — данный четы
рехугольник и О — точка пересечения его диагоналей 
(рис. 93). Треугольники А О В  и СОВ равны. У них углы 
при вершине О равны как вертикальные, а О В — ОО и О А  =  
=  ОС по условию теореы I. Значит, углы ОВС и О ВА  равны. 
А они являются внутренними накрест лежащими при прямых 
А В  и ВС  и секущей В В . По теореме 4.2 прямые А В  и ВС  
параллельны. Параллельность прямых А В  и СВ  доказывает
ся с помощью равенства треугольников АОВ  и СОВ. Теорема 
доказана.

Т е о р е м а  6.2 (обратная теореме 6.1). Диагонали паралле
лограмма пересекаются и точкой пересечения делятся пополам.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А В С В  — данный парал
лелограмм (рис. 94). Проведем его диагональ Ь В . Отметим на 
ней середину О и на продолжении отрезка АО  отложим отре
зок ОСх, равный АО. По теореме 6.1 четырехугольник АВС^В  
есть параллелограмм. Следовательно, прямая ВСЬ парал
лельна А В .  Но через точку В  можно провести только одну 
прямую, параллельную ЛИ . Значит, прямая ЬС1 совпадает

ПАРАЛЛЕЛОГРАММ

Рис. 92 Рис. 93 Рис. 94

66



с прямой ВС. Так же доказывается, что В Г
прямая ОС) совпадает с прямой ОС.
Значит, точка С1 совпадает с С. Парал- 
л зло грамм АВС Б  совпадает с АВС^Б.
Поэтому его диагонали пересекаются 
и точкой пересечения делятся попе- рыс, 95
лам. Теорема доказана.

З а д а ч а  (о). Через точку пересечения диагоналей па
раллелограмма проведена прямая. Докажите, что отрезок ее, 
заключенный между параллельными сторонами, делится в 
этой точке пополам.

Р е ш е н и е .  Пусть А В С Б  — данный параллелограмм 
и ЕР — прямая, пересекающая параллельные стороны А В  
и С Б  (рис. 95). Треугольники ОА Е  и ОСР равны по второму 
признаку. У них сторсны ОА  и ОС равны, так как  О — сере
дина диагонали АС  (теорема 6.2). Углы при вершине О рав
ны как вертикальные, а углы ЕАО  и РСО равны как внутрен
ние накрест лежащие при параллельных А В , С Б  и секущей 
АС. Из равенства треугольников следует равняет!о сторон 
ОЕ — ОР. Что и требовалось доказать.

Т е о р е м а  6.3. У параллелограмма противолежащие стсро- 
ни  равны, противолежащие углы равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А В С Б  — данный па
раллелограмм (рис. 96). Проведем диагонали параллело
грамма. Пусть О — точка их пересечения. Равенство проти
волежащих сторон А В  и СБ  следует из равенства треуголь
ников АОВ  и СОБ. У нлх углы при вершине О равны как 
вертикальные, а ОА  =  ОС и ОВ =  ОБ  по теореме 6.2. Точно 
так же из равенства треугольников АО Б  и СОВ следует ра
венство другой пары противолежащих сторон — АО и ВС.

Равенство протиполежыцих углов АВС  и С Б А  следует из 
равенства треугольникоз А В С  я  С Б А  (по трем сторонам). 
У них л В  =  СБ  и ВС — Б  А  по доказанному, а сторона 
АС  общая. Точно так же ракенстзо 
противсле: шщих углов ВС Б  и Б А В  
следует из равенства треугольников 
В С Б  и Б А В .  Теорема, доказана пол
ностью.

З а д а ч а  (15). Докажите, что ес
ли у выпуклого четырехугольника дге Рве. С8



стороны параллельны и равны, то он 
является параллелограммом.

Р е ш е н и е .  Пусть АВСВ — дан
ный четырехугольник, у которого сто
роны А В  и СВ параллельны и равны 
(рис. 97). Проведем через вершину В  
прямую Ъ, параллельную стороне АО. 

Эта прямая пересекает прямую ОС в некоторой точке С*. Точ
ка С1 принадлежит лучу ОС, так как дополнительный луч к 
прямая Ъ лежат в разных полуплоскостях относительно 
прямой АО. Четырехугольник АВСХВ  есть параллелограмм. 
По теореме 6.3 СхО =  А В . А  по условию А В = С В . Значит, 
ОС =  ОСх. Отсюда следует, что точки С и Сх совпадают. 
Таким образом, четырехугольник АВСВ совпадает с парал
лелограммом АВС10 ,  а значит, является параллелограммом.

ПРЯМОУГОЛЬНИК. РОМБ. КВАДРАТ

Прямоугольник — это четырехугольник, у которого все 
углы прямые (рис. Э8).

Т е о р е м а 6.4. Прямоугольник есть параллелограмм. Диа
гонали прямоугольника равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВСВ — данный пря
моугольник (см. рис. 98). Прямые А В и ВС, будучи перпен
дикулярными прямой АВ, параллельны. Прямые АВ и СВ 
перпендикулярны АО  а  поэтому тоже параллельны. Следова
тельно, прямоугольник —■ параллелограмм.

Второе утверждение теоремы следует из равенства прямо
угольных треугольников ВАВ и СВА. У них углы ВАВ и 
СВА прямые, катет АВ общий, а катеты АВ и СВ равны как 
противолежащие стороны параллелограмма. Из равенства 
треугольников следует, что их гипотенузы равны. А гипоте
нузы есть диагонали прямоугольника. Теорема доказана.

З а д а ч а  (21). Докажите, что если у параллелограмма 
все углы равны, то он является прямоугольником.

Р е ш е н и е .  Углы параллелограмма, прилежащие к  од
ной стороне, являются внутренними односторонними, поэтому 
их сумма равна 180°. Так как по условию задачи эти унты 
равны, тс каждый из них прямой. А параллелограмм, у 
которого все углы прямые, есть прямоугольник.
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Ромб — ото параллелограмм, у ко
торого все стороны равны (рис. 99).

Т е о р е м а  6.5. Диагонали ромба 
пересекаются под прямым углом. Диа
гонали ромба являются биссектрисами 
его углов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
А В С В  — данный ромб (см. рис. 99),
О — точка пересечения егс диагоналей.
По свойству параллелограмма А О =  ОС.
Значит, в равнобедренном треугольнике 
АВ С  отрезок ВО является медианой.
По свойству равнобедренного треуголь
ника медиана, проведенная к  его ос
нованию, является биссектрисой и вы
сотой. А это значит, что диагональ В В  
является биссектрисой угла В  и пер
пендикулярна диагонали АС. Теорема 
доказана.

З а д а ч а  (28). Докажите, что если 
у параллелограмма диагонали перпен
дикулярны, то он является ромбом.

Р е ш е н и е .  Пусть А В С В  — па
раллелограмм с перпендикулярными 
диагоналями и О — точка пересечения 
диагоналей (рис. 100). Треугольники 
АО В  и АО В  равны по первому призна
ку равенства треугольников. У них 
углы при вершине О по условию пря
мые, сторона АО  общая, а ОВ —
=  ОВ по свойству параллелограмма (теорема 6.2). Из ра
венства треугольников следует равенство сторон: А В  =  А В .  
А по теореме 6.3 А В  =  ВС, А В  =  СВ. Итак, все стороны 
параллелограмма равны, а значит, он есть ромб.

Квадрат — это прямоугольник, у которого все стороны 
равны (рис. 10 1 ).

Квадрат является также ромбом, поэтому обладает свой
ствами прямоугольника и ромба.

Рис. 100

Рис. 101
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ТЕОРЕМА ФАЛЕСА
Т е о р е м а  6.6 (теорема Фалеса)1. Если параллельные пря

мые, пересекающие стороны угла, отсекают на одной его сторо
не равные отрезки, то они отсекают равные отрезки и на дру
гой его стороне (рис. 102).

' Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А г, А 2, А 3 — точки пе
ресечения параллельных прямых с одной из сторон угла и 
А 2 лежит между А х и А 3 (рис. 102). Пусть Вх, В 2, В 3 — соот
ветствующие точки пересечения этих прямых с другой сторо
ной угла. Докажем, что если А ХА 2 =  А 2А3, то В ХВ 2 =  В 2В 3.

Сначала докажем, что точка В 2 лежит между В х и В~. 
Точки А х и А 3 лежат по разные стороны от прямой А 2В 2, 
так как отрезок А ХА 3 пересекает эту прямую (в точке А 2). 
Точки А х и В х лежат по одну сторону от прямой А 2В 2, так 
как отрезок А ,В Х параллелен прямой А 2В 2, а значит, не 
пересекает ее. Точно так же точки А 3 и В 3 лежат по одну 
сторону от прямой А 2В 2. Значит, точки В х и Е 3 лежат по раз
ные стороны от этой прямой, и поэтому отрезок В ^ з  пересе
кает прямую А 2В 2 ( в  точке В 2).

Проведем через точку В 2 прямую ЕР, параллельную пря
мой А ХА 3. По свойству пярал яе логра:.:ма А хА 2 =  РВг, 
А 2А3 =  В 2Е. И так как л хА 2 =  А 2А3, то Р В 2 =  В 2Е.

Треугольники В 2ВХР  и В.:В ЪЕ  равны по второму призна
ку . У них В 2Р =  В 2Е  по доказанному. Углы при вершине В 2 
равны как верл кальные, а углы В 2РВХ и В 2Е В 3 равны как 
внутренние накрест лежащие при параллельны:: А ХВ Х и 
А 3В 3 и секущей ЕР, Из равенства треугольников следует 
рав энство сторон: В ХВ 2 =  В аВ 3. Теорема дскг зана.

З а д а ч а  6. 7. Разделить данный отрезок А В  на п равных 
частей.

Р е ш е н и е .  Проведем из точки А полупрямую о, не 
лежащую на прямой А В  (рис. 103). Отложим на полупрямой 
а равные отрезки: А  А,, А 1А 2, А 2А 3, ..., А„_х А„. Проведем 
через точки А„ и В  прямую Ь. Прямые, параллельные Ъ, про
ходящие через точки А х, А г, ..., А п_х, пересекают отрезок 
АВ в тетках Вц В 2, ..., В п_х, которые делят отрезок А В  ьа  
п равных отрезков (теорема 6.6).

Средней линией  треугольника называется отрезок, соединя
ющий середины двух его сторон.

1 Фалес Милетский — древнегреческий ученый, живший в VI г. до н. э,
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Рис. 102 Рис. 103

Т е о р е м а  6.8. Средняя линия треугольника, соединяющая 
середины двух данных сторон, параллельна третьей стороне и 
равна ее половине.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть В Е  — средняя .гания 
треугольника А В С  (рис. 104). Проведем через точку X) пря
мую, параллельную А В . По теореме 6.6 она пересекает отре
зок АС  в его середине, т. е. содержит среднюю линию В Е .  
Первое утверждение доказано.

Проведем теперь среднюю линию В Р . Она параллельна 
стороне АС. Четырехугольник А Е В Р  — параллелограмм. 
По свойству параллелограмма Е В  =  А Р , а так как А Р  =»
=  РВ , то Е В  =  — А В . Теорема доказана.

2

З а д а ч а  (47). Докажите, что середины сторон четырех
угольника являются вершинами параллелограмма.

Р е ш е н и е .  Пусть А В С В  — данный четырехугольник 
и Е , Р , С, Н  — середины его сторон (рис. 105), ЕР  — сред
няя линия треугольника АВС . Поэтому Е Р  || АС. ОН — 
средняя линия треугольника А В С . Поэтому СН  || АС. Итак, 
ЁР  || СН, т. е. противолежащие стороны ЕР  и СН  четырех
угольника ЕРСН  параллельны. Точно так же доказывается 
параллельность другой пары противолежащих сторон. Зна
чит, четырехугольник ЕРСН  — параллелограмм.

В

С

Рнс. 104 Рис. 105
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ТРАПЕЦИЯ

Трапецией  называется выпуклый четырехугольник, у ко
торого только две противолежащие стороны параллельны 
(рис. 106). Эти параллельные стороны называются основа
ниями  трапеции. Две другие стороны называются боковыми 
сторонами. Трапеция, у которой боковые стороны равны, 
называется равнобокой. Отрезок, соединяющий середины 
боковых сторон, называется средней линией т рапеции.

Т е о р е м а  6.9. Средняя линия трапеции параллельна ос
нованиям и равна их полусумме.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВСЮ — данная трапе
ция (рис. 107). Проведем через вершину В и середину Р  бо
ковой стороны СЮ прямую. Она пересекает прямую АЮ в 
некоторой точке Е . Треугольники РВС  и РЕЮ равны по 
второму признаку равенства треугольников. У них СР — ЮР 
по построению, углы при вершине Р  равны как вертикаль
ные, а углы РСВ  и РЮЕ равны как внутренние накрест ле
жащие при параллельных прямых ВС и АЮ и секущей СЮ. 
Из равенства треугольников следует равенство сторон Р В  =  
=  Р Е , ВС  =  ЕЮ. Значит, средняя линия РЯ  трапеции яв
ляется средней линией треугольника А В Е . По свойству
средней линии треугольника РЯ  || А Е  и отрезок РЯ  =  А Е  =  

=  — (АЮ 4- ВС). Теорема доказана.А
З а д а ч а  (60). Докажите, что отрезок, соединяющий се

редины диагоналей трапеции, параллелен основаниям и 
равен полуразности оснований.

Р е ш е н и е .  Пусть АВСЮ — данная трапеция с боль
шим основанием СЮ (рис. 108). Проведем через середину С 
боковой стороны ВС  прямую, параллельную основаниям.

В С
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Она пересечет диагонали в точках Е  я  
Р, которые являются их серединами. 
ЕС  — средняя линия треугольника 
ИБС, ЕС  — средняя линия треуголь-

/5 В

ника АВС. Отрезок ЕР  равен раз- *
ности этих средних линий: ^

С Р  — А ВС Р  — АВ Г кс. 108
С

Что и требовалось доказать.
ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. К акая фигура называется четырехуГОЛь „
2. К акая из трех фигур на рисунке 88 является четырех

угольником? Почему две другие Фигуг.о г  уйгуры не являются
четырехугольниками?

3. Какие вершины четырехугольника на3ываютСя сосед
ними, какие — противолежащими?

4. Что такое диагонали четырехугодЬника^
5. Какие стороны четырехугольника наЗЬ1ваются сосед

ними? Какие называются противолежащимт ?
6. К ак  обозначается четырехугольник? 1 ’
7. Какой четырехугольник называется выпУКЛЫМ?
8. Что такое угол выпуклого четырехуГОл Ьника при дан. 

ной вершине? г
9. Что такое параллелограмм?

10. Докажите, что если диагонали четыреХугольника пере. 
секаются и точкой пересечения делятся поподам * 
является параллелограммом. ’

11. Докажите, что диагонали параллеЛограмма ка. 
юте я и точкой пересечения делятся пополам

12. Докажите, что у параллелограмма противолежащие 
стороны равны, противолежащие углы равны

13. Что такое прямоугольник?
14. Докажите, что прямоугольник является паоаллелогтм - 

мом; диагонали прямоугольника Равны. Р
15. Что такое ромб?
16. Д о к а ж и т е , что диагонали ромба переСекак)ТСЯ под ппя- 

мым углом; диагонали ромба я в л я ю т с я  б и ссектр и сам и
его углов. *

17. Что такое квадрат? Перечислите свойства квалпата
18. Докажите теорему Фалеса. 1
19. Докажите, что средняя линия треугольника равна поло

вине соответствующей стороны.
20. Какой четырехугольник называется трапецие^9
21. Докажите, что средняя линия трапеции Равна полусум

ме оснований. * у
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УПРАЖНЕНИЯ

1. Докажите, что если диагонали четырехугольника пере
секаются, го он выпуклый.

2. Мед; [аны треугольника ЛВС, проведенные из вершил 
А  и С, пересекаются в точке М . Докажите, что четы
рехугольник А В С М  нэвылуклый.

3. Сколько можно построить параллелограммов с верши
нами в трех заданных точках, не лежащих на одной 
прямой?

4. Боковая сторона равн* бедренного треугольника 
равна 5 м. Из точки, взятой на основании этого 
треугольника, проведены две прямые, параллельные 
боковым сторонам. Найдите периметр (сумму длин 
всех сторон) получившегося параллелограмма.

5. Четырехугольник АВСЮ — параллелограмм с пери
метром 10 см. Найдите длину диагонали ДО, зная, что 
периметр треугольника АЗЮ  равен 8 см.

в . Через точку пересечении диагоналей параллелограмма 
проведена пряма я. Докажите, что отрезок ее, заключен
ный между параллельными сторонами, делится в этой 
точке пополам.

7 . В параллелограмме АВСЮ через точку пересечения 
диагоналей проведена прямая, которая отсекает на 
сторонах ВС  и А В  отрезки В Е  =* 2 м и А Р  =  2,8 м. 
Найдите стороны ВС  и А В .

8. Один е з  углов параллелограмма 'равен 40°. Найдите 
остальные углы.

9. Найдите углы параллелограмма, зная, что один из них 
больше другого на 50°.

10. Может ли один угол параллелограмма быть равным 
40°, а другой — 50°?

11. Диагональ параллелограмма образует с двумя его сто
ронами углы 25° и 35°. Найдите углы параллелограмма.

12. Найдите все углы параллелограмма, если сулииа двух из 
них равна: 1 ) 80°; 2) 100°; 3) 160й.

13. Найдите все углы параллелограмма, если разность двух 
из них равна: 1) 70°; 2) 110°; 3) 140°.

14. В параллелограмме А В С В  точка Е  — середина стороны 
ВС, а Р  — середина стороны А В .  Докажите, что четы
рехугольник В Е В Р  — параллелограмм.

15. Докажите, что если у вы: [уклогс четырехугольника две 
стороны параллельны и равны, то он являемся парал
лелограммом.

16. В параллелограмме А В С В  пронедена биссектриса угла 
А ,  которая пересекает стсрону ВС  в точке Е . Чему 
равны отрезки ВЕ  и ЕС, если А В  =  9 см, АО =  15 см?
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17. Две сторопы параллелограмма относятся как 3 : 4, а 
периметр его равен 2,8 м. Найдите стороны.

18. В параллелограмме АВС В  перпендикуляр, опущенный 
яз  вершины В  на сторону А В ,  делит ее пополам. Най
дите диагональ В В  и стороны параллелограмма, если 
известно, что периметр параллелограмма равен 3,8 м, 
а периметр треугольника А В В  равен 3 м.

19. Постройте параллелограмм: 1) по двум сторонам и 
диагонали; 2) по стороне и двум диагоналям.

29. Постройте параллелограмм: 1) по двум сторонам и уг
лу; 2) по диагоналям и углу между ними.

21. Докажите, что если у параллелограмма все углы равны, 
то он является прямоугольником.

22. Докажите, что если у параллелограмма диагонали рав
ны, то он является прямоугольником.

23. Биссектриса одного из углов прямоугольника делит 
сторону прямоугольника пополам. Найдите периметр 
прямоугольника, если его меньшая сторона равна 
10 ом.

24. В прямоугольнике точка пересечения диагоналей от
стоит от меньшей стороны на 4 см дальше, чем от боль
шей стороны. Периметр прямоугольника равен 66 си. 
ыайдите стороны прямоугольника.

25. Из одной точки окружности проведены две взаимк о 
перпендикулярные хорды, которые удалены от центра 
на 6 с:л и 10 см. Найдите их длины.

26. В прямоугольный треугольник, каждый катет которого 
равен 6 см, вписан прямоугольник, имеющий с 
треугольником общий угол. Найдите периметр 
прямоугольника.

27. Б  рг внобедреньыч прямоугольный треугольник вписан 
прямоугольник так, что две его вершины находятся на 
гипотенузе, а две другие — на катетах. Чему равны 
стороны прямоугольника, если известно, что они отно
сятся как 5 : 2, а гипотенуза треугольника равна 45 см?

28. Докажите, что если у параллелограмма диагонали пер
пендикулярны, то он является ромбом.

29. Докажите, что если диагональ параллелог] амка яв
ляется биссектрисой его углов, то он является ромб» да.

30. Углы, образз еыые диагоналями ромба с одной из его 
сторон, относятся как 4 : 5. Найдите углы ромба.

31. Докажите, что четырехугольник, у которого все сторо
ны равны, является ромбом.

32. В ромбэ одна из диагоналей равна стороне. Найдите 
углы ромба.

33. Постройте ромб: 1) по углу и диагонали, исходящей из 
вершлиы этого угла; 2) по диагонали и противолежаягему 
углу.
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31. Построй ромб: 1) по стороне и диагонали; 2) по двум 
диагоналям.

35. В равнобедренный прямоугольный треугольник, каж 
дый катет которого 2 м, вписан квадрат, имеющий с 
ним общий угол. Найдите периметр ква арата.

36. Дан квадрат АВСЮ. Н а каждой из его сторон отложе
ны равные отрезки: А А 1 = Ь В 1 =  ССХ =  2X0!. Д о
кажите, что четырехугольник А 1В1С1Ю1 есть квадоат.

37. Диагональ квадрата равна 4 м. Сторона его равна диа
гонали другого квадрата. Найдите сторону последнего.

38. Дан квадрат, сторона которого 1 м, диагональ его равна 
стороне другого квадрата. Найдите диагональ послед
него.

39. В квадрат вписан прямоугольник так, что на каждой 
его стороне находится одна вершчна прямоугольника 
и  стороны прямоугольника параллельны диагоналям 
квадрата. Найдите стороны прямоугольника, зная, 
что одна из них вдвое больше другой и что диагональ 
квадрата равна 12  м.

40. В  равнобедренный прямоугольный треугольник вписан 
квадрат так, что две его вершины находятся на гипо
тенузе, а другие две — на катетах. Найдите сторону 
квадрата, если известно, что гипотенуза равна 3 м.

41. Из внешней точки проведены к окружности две взаимно 
перпендикулярные касательные; радиус окружности 10  см. 
Найдите длины касательных (расстояние от данной 
точки до точки касания).

42. Стороны треугольника равны 8 см, 10 см, 12 см. Найдите 
стороны треугольника, вершинами которого являются 
середины сторон данного треугольника.

43. Периметр треугольника равен 12 см; середины сторон 
соединены отрезками. Найдите периметр полученного 
треугольника.

44. Средняя линия равнобедренного треугольника, парал
лельная основанию, равна 3 см. Найдите стороны тре
угольника, если его периметр равен 16 см.

45. К ак  построить треугольник, если заданы середины его 
сторон?

48. Докажите, что вершины треугольника равноудалены 
от прямой, проходящей через середины двух его сторон.

47. Докажите, что середины сторон четырехугольника яв
ляются вершинами параллелограмма.

48. Найдите стороны параллелограмма из предыдущей за
дачи, если известно, что диагонали четырехугольника 
равны 10  м и 12  м.

49. У четырехугольника диагонали равны а и Ъ. Найдите 
периметр четырехугольника, вершинами которого яв
ляются середины сторон данного четырехугольника.
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50. Докажите, чго середины сторон прямоугольника яв
ляются вершинами ромба.

51. Докажите, что середины сторон ромба являются Еерши- 
нами прямоугольника.

52. Боковая сторона трапеции разделена на три равные 
части, и из точек деления проведены к другой стороне 
отрезки, параллельные основаниям. Чему равны длины 
эти:: отрезков, если основания трапеции раины 2 м и
5 м?

53. Докажите, что у равнобокой трапеции углы при основа
нии равны.

54. Чему равны углы равнобокой трапеции, если известно, 
что разность противолежащих углов равна 40°?

55. В равнобокой трапеции большее основание равно 2,7 м, 
боковая сторона равна 1 м, угол между ними 60°. Н ай
дите меньшее основание.

56. В равнобокой трапеции высота, проведенная из верши
ны тупого угла, делит большее основание на отрезки
6 см и 30 см. Найдите основания трапеции.

57. Меньшее основание равнобокой трапеции равно боко
вой стороне, а диагональ перпендикулярна боковой 
стороне. Найдите углы трапеции.

58. По одну сторону от данной прямой даны две точки А  и 
В на расстояниях 10 м и 20 м от нее. Найдите расстоя
ние от середины отрезка А В  до данной прямой.

59. По разные сто эоны от данной прямой даны две точки А  
и В на расстояниях 10 см и 4 сш от нее. Найдите рас
стояние от середины отрезка А В  до данной прямой.

60. Докажите, что отрезок, соединяющий середины диаго
налей трапеции, параллелен основаниям и равен 
полуразности оснований.

61. Основания трапеции относятся как 2 : 3 ,  а средняя 
линия равна 5 м. Найдите основания.

62. Концы диаметра удалены от касательной к  окружности 
на 1,6 м и 0,6 м. Найдите длину диаметра.

63. Средняя .:иния трапеции равна 7 см, а одно из ее осно
ваний больше другого на 4 см. Найдите основания тра
пеции.

64. Высока, проведенная из вершины тупого угла равно
бокой трапеции, делит большее основание на части, 
имеющие длины а и Ъ (а >  Ь). Найдите среднюю линию 
трапеции.

65. Постройте трапецию по основаниям и боковым сторонам.
66. Постройте трапецию по основаниям и диагоналям.
67. 1) В треугольнике А В С  проведены медианы А А 1 

и В В Х, которые пересекаются в точке М  (рис. 109). В 
треугольнике А М В  проведена средняя линия Р(2• Дока-
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3 злите, что четырехугольник
АуВ^РЯ — параллелограмм.
2) Докажите, что любые две 
медианы треугольника пересе
каются и точкой пересечения 
делятся в отношении 2 : 1 , счи
тал от зершины.
3) Докажите, что все три ме
дианы треугольника пересека
ются в одной точке.

68. Докажите, что у выпуклого 
четырехугольника д иагонали 
пересекаются.

Рис. 109 69. Докажите, ч"о у выпуклого че
тырехугольника, вписанного в 

окружность, сумма противолежащи с углов равна 180°.
70. Докажите, что у четырехугольника, описанного около 

окружности, суммы длин противолежащих сторон оди
наковы.

§ 7. ТЕСРЕМА ПИФАГОРА
КОСМЫУС УГЛА

Косинусом острого угла прямоугольного треугольника 
называется отношение прилежащего катета к гипотенузе. 
Косинус угла а  оьозначается таг,: соз а. Оказывается, что 
косинус угла зависит только от градусной меры угла, но 
не зависит от размеров треугольника и его расположения, 
т. е. у двух треугольников с одним и тем же острым углом 
косинусы этого угла равны.

Т е о р е м а  7.1. Косинус угла  зависит только от градусной 
меры угла.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А БС  и А 'В 'С ' — дза 
пр ямоугольных треугольника с одним и тем же углом при

В
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вершинах А  и  А ',  равным а  (рис. 110). Требуется доказать, 
чго

А 'С  А С  ,  . =    . (»)
А 'В ■ А В

Отложим на луче А В  отрезок АВу, равный отрезку А 'В ',  и 
спустим перпендикуляр В 1С1 на прямую АС. Треугольники 
АВуСу и А 'В ’С равны по гипотенузе и острому углу. По
этому А 'С ' — А С у. Следовательно, чтобы доказать равенство 
(*), достаточно доказать, что

А С  х АС_
АВу ~  А В '

тт ■АС’, , А С  А С , ^  А СДопустим, что  к ==/=---- , например, что    >  ——•
А Ву А В  А Ву А В

АС АСВозьмем на отрезке АС\ точку С» так, чтобы -----   =  —  .
1 2  А В у А В

Разооьем отрезок АС  на большое число п равных частей 
и  проведем через точки деления прямые, паоаллельные пря
мой ВС. По теореме Фалеса эти прямые разбивают отрезом 
А В  на п равных отрезков. При достаточно большом п на 
отрезке С.Са будут точки деления. Обозначим одну из них 
через У , а соответствующую точку на стороне А В  — через X .  

„  А С  . А ВПусть а =  — , о =  —  и пусть тп — число малых от-п п
резков разбиения, которые лежат на отрезке А У . Имеем: 
АС  =  па, А В  =  пЪ, А У  =  та, А Х  =  тЪ. Мы видим, что

А С  А У  
А В  ~  А Х '

Заменим в правой части равенства величину А У  меньшей ве
личин эй А С 2, а величину А Х  — большей АВу. Тогда

А С  ^  А С . ,правая часть уменьшится, и мы получим: — >  — - . А по вы-
А В  АВу

А С  АСбору точки Сг должно быть —  =  —. Мы пришли к про

тиворечило. Теорема доказана.
д

З а д а ч а  (1). Постройте угол, косинус которого равен—.б
Р е ш е н и е .  Строим прямоугольный треугольник с ка

тетом 3 единицы длины и гипотенузой 5 единиц. У этого тре
угольника угол, противолежащий второму катету, будет 
искомым.
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ТЕОРЕМА ПИФАГОРА

Т е о р е м а  7.2 (теорема Пифагора1). В прямоугольном  
треугольнике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов ка
тетов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВС  — данный прямо
угольный треугольник с прямым углом С. Проведем высоту 
СО из вершины прямого угла С (рис. 111).

По определению косинуса угла

соз А  =  . Отсюда А В  • АО  = А С 2.
АС АВ

Аналогично

соз В =  Отсюда А В  ■ ВО = ВС2,
в с  АВ

Складывая полученные равенства почленно и замечая, что 
А О  +  О В  =  А В , получим:

А С 2 +  ВС2 =  А В  (АП +  ОВ) =  А В 2.

Теорема доказана.
Из теоремы Пифагора следу ет, что в прямоугольном треуголь

нике любой из катетов меньше гипотенузы. Отсюда, в свою 
очередь, следует, чтэ соз а < 1  для любого острого угла а.

З а д а ч а  (16). Найдите радиус окружности, описанной 
около равнобедренного треугольника с основанием а и боко
вой стороной Ъ.

Р е ш е н и е .  Нахсдим высоту СО (рис. 112), опущенную 
на основание. По теореме Пифагора

СП =  У  АС2— А О 1 =  Ь2 —

Обозначим радиус описанной окруж
ности через В . Если центр О окружно
сти лежит на высоте СО (рис. 112, с), 
то ОП =  СП — В . Если центр окруж
ности лежит на продолжении высоты

1 Пифагор — древнегреческий ученый, жив- 
Рис. 111 пшй в VI в. до н. э.
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(рис. 112, б), то ОП = 2 ?  — СП. По тео
реме Пифагора АО3 =  ОН2 4- АО®, или

С

Отсюда находил:

Пусть БА  — перпендикуляр, опущен- '
ный из точки Б  на прямую а, и С—лю
бая то"ка прямой с , отличная от А.
Отрезок ВС называется наклонной, про- 
веденной из точки В  к прямой а (рис. 113).
Точка С называется основанием наклон- д
ной. Отрезок АС называется проекцией I \
наклонной. I 0 1

Из теоремы Пифагора следует, что если \  /
к прямой из одной точки проведены пер- У
пендикуляр и наклонные, то наклонная  —Т—
больше перпендикуляра, равные наклон
ные имеют равные проекции, из двух Рис‘ 112 
наклонных больше та, у которой проекция 
больше.

З а д а ч а  (21). Стороны треугольника а, Ъ, с. Найдите 
высоту треугольника, опущенную на сторону с.

Р е ш е н и е .  Обозначим проекцию стороны а на пря
мую, содержащую сторону с, через х. Тогда проекция сторо
ны Ь на эту прямую будет либо с — х  (рис. 114, с), либо 
с +  х  (рис. 114, б). По теореме Пифагора в первом случае

СП® =  а2 — х 2, СП2 =  Ь® — (с — х)2



Отсюда получаем уравнение:
а 2 — ж2 =  Ь2 — (с — ж)8.

Ре паем его:
о2 — х~ — Ь2 — с2 +  2ех — ж2, а 2 =  Ь2 — с2 +  2слт,

ж =  —  (а2 — Ь2 -}- с2).
2с

Находим высоту СО:

СО -= | / а 2 -  (а2 -  Ь2 +  с2)2 .

Во втором случае ответ получается такой же. Проведите вы
числения самостоятельно.

СООТНОШЕНИЯ МЕЖДУ СТОРОНАМИ И УГЛАМИ 
В ПРЯМОУГОЛЬНОМ ТРЕУГОЛЬНИКЕ

Пусть А В С  — прямоугольный треугольник с прямым 
углом С и острым углом при вершине А ,  равным а  (рис. 115). 
Согласно определению соз а равен отношению катета, при
лежащего к углу а, к гипотзнузе.

Синусом угла а  (обозначается з1п а) называется отноше
ние противолежащего катета ВС к гипотенузе А В :

ВС81ПСС =  ----■.л в
Тангенсом угла а (обозначается а) называется отноше

ние противолежащего катета ВС к прилежащему катету АС:
ЬС

+‘ а ~  а с '
Синус и тангенс угла, так же как и косинус, зависят 

только от величины угла.
Действительно, по теореме Пифагора

ВС  =  У а в 2 — а с 2,
ВС  ,  Г Л (АС\Ъ л г----------- -----з ш а =  ——=  1 /  1 — —  = )  1 — соз-а .
а в  у  \а в )

Так как соз а  зависит только от вели
чины угла, то и 81п а  зависит только от 

С величины угла. Далее,
Ри". 115 , ВС ВС АС  а п  ащ а  =  —  =  —  : —  = ------.

АС А В  А В  соз а
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Отсюда видно, что и 1% а  зависят С
только от величины угла.

Из определения 61 п а , соз а и Ц а  
получаем следующие правила:

Катет, противолежащий углу  а 
равен произведению гипотенузы на А р
з1п а - Рис. 116

Каз ет, прилежащий к углу  а, ра
вен произведению гипотенузы на соз а.

Катет, противолежащий углу  а, равен произведению второ
го катета на а.

Эти правила позволяют, зная одну из сторон прямоуголь
ного треугольника и острый угол, находить две другие сто
роны; зная две стороны, находить острые углы.

З а д а ч а  (31). В прямоугольном треугольнике даны ги
потенуза с и острый угол а. Найдите катеты, их проекции 
на гипотенузу и выю ’у, опущенную на гипотенузу.

Р е ш е н и е  (рис. 116). АС  =  АВ  соз а = с соз а ; ВС =» 
=* А В  з т  а  =  с з т  а; ВО = ВС з т  а  =  с з т 2 а ; АХ) =» 
=  АС  соз а =  с соз2 а ; СО =  АС  з т  а  =  с з т  а  соз а.

Из этих Еыражснпй получаются следующие соотношения: 
АС  =  У А В  - А О , ВС  =  V А В  ■ ВО, СО =  V А О  • ВО. 
Эти соотношения полезно помнить. Их зыраэкают словами 
так:

Катет прямоугольного треугольника есть среднее пропор- 
цчочальное между гипотенузой и его проекцией на гипо- 
1 низу.

Высота прямоугольного треугольника, опущенная из вер
шины прямого угла, есть спеднее пропорциональное между 
проекциями катетов на гипотенузу.

Название «среднее пропорциональное» оправдывается тем, 
что число х  =  ]/аЬ  является средним членом пропорции 
а : х  =  х  : Ъ.

КАК ПОЛЬЗОВАТЬСЯ ТАБЛИЦАМИ СИНУСОВ, КОСИНУСОВ 
'А ТАНГЕНСОВ

Д ля з т  а , соз а  и а  составлены специал: ные таблицы. 
Эти таблицы позволяют по данному углу а  найти з т  а, 
соз а  и а  или по значениям з т  а , соз а, а  найти соот-
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ветствугощий угол. Поясним, как пользоваться этими табли
цами на примере решения задачи 32.

З а д а ч а  (32). 1) Пользуясь таблицами, найдите: 
в т  22°, 81П 22°36', в т  22 38', ш  22°41'; сов 68°, сов 68°18\ 
сов 68 20', сов 68 23'.

2) Найдите угол х, если в т  х  =  0,2840; в т  х  =  0,2844; 
сов х  — 0,2710.

Р е ш е н и е  (см. таблицы В. М. Брадяса, с. 52). 1) Найдем 
в т  22°. В первой колонке таблицы ищем 22°. Рядом во вто
рой колонке видим число 0,3746. Эго и есть в т  22°.

Найдем в т  22°36'. Снова ищем 22° в первой колонке. 
Затем, передвигаясь по строке, в которой стоит 22°, ищем 
колонку, у которой вверху стоит 36 '. В этой колонке и будет 
в т  22°36'. Он равен 0,3843.

Найдем в т  22°38'. Ищем ближайшее к 38 число, кратное
6. Это будвт 36. Находим в т  22°36' и прибавляем к нему 
поправку на 2 '. Поправки на 1 ', 2 ' и 3' даны в трех послед
них колонках таблицы. В строке, где 22е, находим поправку 
на 2 '. Она равна 5. Теперь находим в т  22°38' =  0,3843 +  
+  0,0005 =  0,3848.

Найдем в т  22э41'. Ищем в т  22с42' и поправку на 1' вы
читаем. Находим в т  22 41' =  0,3856.

Значения косинуса можно получить с помощью таблицы 
синусов, пользуясь равенством сов а  =  в т  (90° — а) (оно 
будет доказано в теореме 7.3). Но можно найти косинус и 
непосредственно. Найдем сов 68°. Ищем в четвертой колонке 
с правой стороны таблицы 68е. Рядом слева от него стоит 
число 0,3746. Это и есть сов 68°. Заметим, что сов 68° =  
=  сов (90 — 22") =  в т  22°. А в т  22' также равен 0,3746.

Найдем сов 68°18'. Ищем строку, где 68°. Перемещаемся 
по этой строке влево. В колонке, где вн::зу стоит 18', нахо
дим сов 68°18'. Он равен 0,3697.

Ч тобы найти сов 68 20', берем сов 68°18' и учитываем по
правку на 2 '. Поправку надо вычитать. Получаем сов 68°20' =  
=  0,3697 — 0,0005 =  0,3692.

Чтобы найти сов 68°23', берем сов 68°24' и учитываем по
правку на 1'. Ее надо прибавлять. Получаем сов 68°23' =  
=  0,3681 +  0,0003 =  0,3684.

При работе с поправками надо иметь в виду, что синуо 
при увэличении угла увеличивается, а косинус уменьшается
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(см. теорему 7.4). Поэтому нетрудно сообразлгь, прибавлять 
поправку или вычитать.

Значения тангенса по таблице так генсов нрх эдятся так 
же, как значения синусов по таблице синусов.

2) Найдем теперь угол х, для которого в т  х =  0,2840. 
Ищем в таблице синусов число 0,2840. Мы вт-дим, что это 
число стоит в строке, где слева стоит 16°, и в колонке, где 
сверху стоит 30'. Значит, х  =  16э30'.

Найдем х, для которого в т  х  =  0,2844. Ищем в таблице 
синусов число 0,2844 или ближайшее к нему. Ближайшим 
числом будет 0,2840. Эго в т  16'30'. Если прибавить поправ
ку на 1 ', то получим 0,2843. Если прибавить поправку на 2 ', 
то получим 0,2846. Поэтому с точностью до 1' надо считать 
х  =  16°31'.

Найдем х, для которого сов х  =  0,2710. Ищем в таблице 
число 0,2710 или ближайшее к нему. Это число будет 0,2706. 
Оно есть сов 74°18'. Наше число больше. Значит, угол 
меньше. Поправка на 1' будет 0,0003, а на 2' будет 0,0006. 
Берем поправку на 1 '. Получаем с точностью до 1' угол 
х  =  74°17'.

Угол по значению тангенса ищется с помощью табл кцы 
тангенсов так же, как угол по значению синуса с помощью 
таблицы синусов.

ОСНОВНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ТОЖДЕСТВА

Докажем следующие тождества:

81 п  а  +  сов** а  =  1 , 1 +  Ъ$*2 а  = 1 +сое2 а  а  в1п2 а

Возьмем любой прямоугольный треугольник АВС  с уг
лом при вершине А ,  равным а  (рис. 117). По теореме
Пифагора

ВС2 +  АС 2 г |  А В 2.
Разделим обе части равенства на А В 2. Полу
чим:

ВС АСНо —  =  в т  а, —  =  сов а. Таким образом,
А В  \ в

в т -  а  +  сов2 а  — 1.
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Это равенство есть тождеств. Оио верно при любом а  (а <  00 ).
Чтобы получить второе тождество, разделим обе части 

полученного тождества на сов2 а. Получим:
Б1пг а  . ,  1 1 , ^ 0  1или 1 1§- а —
с о е "  а  сое2 а  соз2 а

Если обе части тождества в т 2 а  сов2 а  =  1 разделить 
на в т 2 ос, то получим третье тождество:

1 +  —  =  •
1^2а  з:п2а

Значение этих тождеств заключается в том, что они поз
воляют, зная одну из величин в т  а , сов а  или сс, найти 
две другие.

З а д а ч а  (47). Вычислите значения е т  ос и ос, если
сов ос — —.

13
Р е ш е н и е .  Так как вт*  а  +  сов2 а  =  1, то

в т  а  =  1 1 — сов2 ос =  1 — ос = е л  а   1 2

соз а  5

ЗНАЧЕНИЯ СИНУСА, КОСИНУСА И ТАНГЕНСА НЕКОТОРЫХ
УГЛОВ

Т е о р е м а  7.3. Д ля  любого острого угла  а еш  (90° — сс) =  
=  соз сс, сов ^90 — а) =  в1п ос.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВ С  — прямоугольных! 
треугольник с острым углом ос при вершине А  (рис. 118). 
Тогда острый угол при вершине В равен 90° — а . Согласно 
определению

ВС АСв т  ос =  — , сов а =  — ,
А В  А В

в т  (90° — сс) =  — , сов (СО' — а) =  — .
'  А В  А В

Из второго и третьего равенств получаем: в т  (90 — а) =
=  соз сс. Из первого и четвертого ра! енств получаем:
сов (90°— а) =  в т  ос. Теорема доказана.

Найдем, синус, косинус и тангенс угла 45°. Д ля этого 
построим прямоугольный треугольник с острым углом 45° 
(рис. 119). Второй его острый угол тоже 45°, поэтому тре
угольник равнобедренный. Пусть катеты треугольника рав-
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Ркс. 118

ны а. По теореме Пифагора гипотенуза будет о) 2̂  ]1аходимз 

б ш  45° =
а у 2 у  2 
1 У Х

V2_. 
2 ’

^ 4 5 °  =  -  =  1.005 45° =  - ^ = - ^  =  .

а у 2 У 2 2 - а
Найдем синус, косинус и тангенс угла 30°. Возьмем равно

сторонний треугольник АВС  (рис. 120). Пооведем в нем ме
диану АО. Она будет биссе ктрисой и высотой. Поэтому тре
угольник А В В  — прямоугольный с острым углом при вер
шине А  в 30°. Пусть а — сторона равностороннего треуголь
ника. Тогда Д О — —. По теореме Пифагора 2

А В  =  У Ш У ^ В Г Р = ^ ° 2 — ( т  а=
Значит,

а п  30° =  —: а  =* —; соз 30~ =  21-2- : а =  *-Ь, *б 30° =  Д г -  
2 2 2 2 Т з

По теореме 7.3
8Ш 60° =  сов 30° =  ?-5-; соз 50° =  б ш  30° =  —;

2 2
*ёб0° 81П 603 

СОЗ 6 0 °
У г

ИЗМЕНЕНИЕ 8Ш »б, соз а и 12 а ПРИ ВОЗРАСТАНИИ УГЛА а
Т е о р е м а  7.4. При возрастании острого угла  б ш  а и 48 а  

возрастают, а соз а убывает.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а  и Р — острые углы, 

причем а  <  р. Отложим углы а  и р от полупрямой А В  в 
одну полуплоскость (рис. 121). Проведем через точку В  пня- 
ы уо, перпендикулярную А В . Она пересекает стороны наших 
углов в точках С и П. Так как а <  р, то точка С лежит 
между В  и П. Поэтому ВС  <  ДО. А значит, по свойству нак-
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лонных, пргведе шых из одной точки к 
прямой, АС  <  АО . Так как

то еоз а >  сое Р, т. е. при возрастании 
угла косинус убывает.

Так как е т  а =  V 1 — соз2^х, а
А  —1-------- —  сое ос убывает при возрастании уг-

Р и г  191 ла, то 81 п а  возрастает.
Так как а  =  —— и 81п сс возрастает, а сое ос убы-

Риг. 121

соз а
вает при возрастании ос, то а возрастает при возраста
нии ос. Теорема доказана.

НЕРАВЕНСТВО ТРЕУГОЛЬНИКА
Если точки А  и В  различны, то расстоянием между ними 

называется дли а отрезка А В . Если точки А  и В  совпадают, * 
то расстояние между нижи принимается равным нулю.

Неравенством треугольника называется свойство расстоя
ний между тремя точками, которое вьгаая ается следующей 
теоремой:

Т е о р е м а  7.5. Каковы бы ни были три точки, расстояние 
между любыми двумя из этих точек не больше суммы рас
стояний от них до третьей точки.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А , В, С — три данные 
точки. Если две точки из трех или все три точки совпадают, 
то утверждение теоремы очевидно. Если все точки различны 
и лежат на одной прямой, то одна из них лежит между двумя 
другими, например В. В этом случае А В  +  ВС =  АС. Отсюда 
видно, что каждое из трех расстояний не больше с дамы двух 
других.

Допустим теперь, что точки не лежат на одной прямой 
(рис. 122). Докажем, что А В  <  АС  +  ВС. Опустим перпен
дикуляр СО на прямую А В . Так как в прямоугольном тре
угольнике катот меньше гипотенузы, то АО  <  АС, ВО  <  ВС.

По доказанному А В  <1 АО  +  ВО. Следовательно, А В  <  
<  АС  4- ВС. Теорема доказана.

Заметим, что в случае, когда точки не лежат на одной 
прямой, в неравенстве треуголь ника — строгое неравенство. 
Это значит, что в любом треугольнике каждая сторона меньихе 
суммы двух других сторон.
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Рис. 122 Рис. 123
З а д а ч а  (70). Докажите, что любая хорда окружности 

не больше диаметра и равна диаметру только тогда, когда 
сама является диаметром.

Р е ш е н и е  (рис. 123). По неравенству треугольника 
А В  О А  +  ОВ =  2 В , причем если центр О не лежит на 
отрезке А В , то неравенство строгое. Равенство имеет место 
только в случае, когда хорда проходит через центр, т. е. 
является диаметром.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Дайте определение косинуса острого угла прямоуголь
ного треугольника.

2. Докажите, что косинус угла зависит только от градус
ной меры угла.

3. Докажите теорему Пифагора.
4. Докажите, что в прямоугольном треугольнике гипоте

нуза больше любого из катетов.
5. Докажите, что соз а <  1 для острого угла а.
6. Докажите, что если из одной течки к прямой проведены 

перпендикуляр и наклонные, то наклонная больше 
перпендикуляра. Разные наклонные имеют равные про
екции, из двух наклонных больше та, у которой проек
ция больше.

7. Дайте определение синуса и тангенса острого угла. До
кажите, что они зависят только от градусной меры 
угла.

8. К ак  выражается катет прямоугольного треугольника 
через гипотенузу и острый угол, через острый угол и 
другой катет?

9. Объясните, как по таблицам найти значение синуса 
дачного угла. К ак  по таблицам найти значение коси
нуса и тангзнса данного угла?

10. Объясните, как по таблицам найти угол, если задан его 
синус, косинус или тангенс.

11. Докажите тождества: в т 2 а  +  сов2 а =  1;

* I- -- "«сов2 а 1й2 а б!п2 а
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12. Докажите, что для любого острого угла а
вт. (90° — а ) =  соз а. соз (90° — а) =  в т  а .

13. Чему равны значения синуса, косинуса и тангенса 
углов 30°, 45°, 60°?

14. Докажите, что в т  а  и а  возрастают при возраста
нии острого угла ос, а сов а  убывает.

15. Докажите «неравенство треугольника».
16. Докажите, что в треугольнике каждая сторона меньше 

суммы двух других сторон.

УПРАЖНЕНИЯ
д

1. Построите угол, косинус которого равен —.б
2. Постройте угол, косинус которого равен: 1) 2) 0,5; 

3) 0 ,8 .
3. Две стороны прямоугольного треугольника равны 3 м 

и 4 м. Найдите третью сторону. (Два решения.)
4. Н айд н е  сторону ромба, если его диагонали равны:

1) 6 см и 8 см; 2) 16 дм и 30 дм; 3) 5 в  и  12 м.
5. Стороны прямоуго аьнлка равны 60 см и  91 см. Чему 

равна диагональ?
6. Диагональ квадрата рав га а. Чему равна сторона квад

рата?
7. Можно ли из круглого листа железа диаметром 1,4 м 

вырезать квадрат со стороной 1 м?
8. Катет прямоугольного треугольника равен 5 м, а его 

проекция на гипотенузу 3 м. Найдите гипотенузу и 
второй катет.

9 . Найдите катеты прямоугольного треугольника, если 
их проекции на гипотенузу равны: 1) 9 см и 16 см;
2) 36 м и 64 м.

10. Даны отрезки о и Ь. К ак  построить отрезок:
1) \ г а2 +  &*; 2) ]/а* — Ь2, а >  Ь?

11. Даны отрезки а и Ь. К ак  построить отрезок- с =  аЪ?
12. Между двумя фабричными зданиями устроен покатый 

желоб для передачи материалов. Расстояние между 
зданиями равно 10 м, а концы желоба расположены 
на высоте 8 м и 4 м над землей. Найдите длину желоба.

13. Стороны прямоугольника равны а и Ь. Найдите радиус 
описанной окружности.

14. В окружность вписан прямоугольник, стороны кото
рого относятся как 8 : 15. Найдите эти стороны, если 
р гдиус окружности 34 см.

15. В равнобедренном треугольнике боковая сторона 17 см, 
а основание 16 см. Найдите высоту, опущенную нз 
основание.
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15. Найдите радиус окружности, описанной около равно- 
бсдпенного треугольника с основанием о и боковой 
стороной Ъ.

17. В равностороннем треугольнике со стороной а найдите 
высоту.

18. В равнобокой трапеции основания ра шы 10 см и 24 си, 
боковая сторона 25 см. Найдите высоту трапеции.

19. В равнобокей трапеции боковая сторона равна 41 см, 
высота 40 см, а  средняя линия 45 см. Найдите основа
ния.

20. Боковые стороны треугольника 30 см и 25 см, а высота, 
опущенная на основание. 2ч см. Найдите основание1.

21. Стороны треугольника а, Ь, с. Найдите высоту тре
угольника, опущенную на сторону с.

22. Боковые стс роны треугольника 30 см и 25 см. Найдите 
высоту треугольника, опущенную на основание, рав
ное: 1) 25 гм; 2) 11 см.

23. Кайдиге высоты треугольника, у которого стороны 
13 см, 14 см и 15 см.

24. Периметр равнобедренного треугольника рав~н 64 см, 
а его боковая сторона на 11 см больше основания. Н ай
дите высоту, опущенную на боковую сторону.

25. 1) Из тонки В  к  прямой а гроведена наклонная. Дока- 
ките, что из точки В к прямой а можно провести еще 
одну наклелную той же длины.
2) Можно ли провести из данной точки вне прямой три 
наклонные равной длины? Объясните ответ.

26. У прямоугольного треугольника один кагет равен 8 см, 
а синус противолежащего ему угла равен 0,8. Найдите 
гипотенузу и второй катет.

27. Найдите радиус окружности, вписанной в равнобедрен
ный треугольник с основанием о и боковой стороной Ь.

28. Найдите радиус г вписанной и радиус В  описанной 
окружностей для равнобедренного треугольника с ос
нованием 10 см и боковой стороной 13 см.

29. В прямоугольном треугольнике гипотенуза равна а, 
а один из острых углов а. Найдите второй острый угол 
и катеты.

30. В прямоугольном треугольнике кагет равен а, а проти
волежащий ему угол сс. Найдите зторой острый угол, 
противолежащий ему катет и гипотенузу.

31. В прямоугольном треугольнике даны гипотенуза с и 
острый угол а . Найдите катеты, их проекции на гипо
тенузу и высоту, опущенную на гипотенузу.

1 Иногда в произвольном треугольнике, не обязательно равнобедрен
ном, сторона, проведенная горизонтально, называется основание!-, а две 
дрзтие — боковыми сторонами, как в данной задаче.
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32. 1) Пользуясь таблицами, найдите: з т  22°, з т  22°36\ 
з т  22°38\ з т  22°41'; соз 68°, соз 68э18', срз 68°20', 
соз 68°23'.
2) Найдите угол х, если з т  х  =  0,2840; з т  х  =  0,2844; 
соз х - 0,2710.

33. Найдите по таблицам значения синуса и косинуса уг
лов: 1) 16°; 2) 24°36'; 3) 70°32'; 4) 8&э4 9 \

34. Найдите по таблицам величину острого угла х, если:.
1) з т  х  =  0,0175; 2) з т  х  =  0,5015; 8) соз х  =
=  0,6814; 4) соз х  =  0,0670.

35. Найдите по таблицам значение тангенса угла: 1) 10°;
2) 40 40'; 4) 50°30'; 4) 70°15'.

36. Найдите по таблицам острый угол х, если: 1) 1ё х  — 
=  0.Г227; 2) х  =  0,7846; 3) 1§ х  =  6,152; 4) 1^ * =  
=  9,254.

37. Высота равнобедренного треугольника равна 12,4 м, а 
основание 40,6 м. Найдите углы треугольника и боко
вую сторону.

38. Отношение катетов прямоугольного треугольника равно 
19 : 28. Найдите его углы.

39. Стороны прямоугольника равны 12,4 и 26. Найдите угол 
между диагоналями.

40. Диагонали ромба равны 4,73 и 2,94. Найдите его углы.
41. Сторона ромба 241 м, высота 120 м. Найдите углы.
42. Радиус окружности равен 5 м. И з точки, отстоящей от 

центра на 13 м, проведены касательные к окружности. 
Найдите длины касательных и угол между ними.

43. Тень от вертикально стоящего шеста, высота которого 
равна 7 м, составляет 4 м. Выразите з  градусах высоту 
солнца над горизонтом.

44. Основание равнобедренного прямоугольного треуголь
ника равно а. Найдите боковую сторону.

45. Найдите неизвестные стороны и острые углы прямо
угольного треугольника по следующим данным:
1) по двум катетам:
а) а =  3, 6 = 4 ;  б) а =  9, Ь =  40;
в) а =  20, Ъ =  21; г) о =  11, Ъ =  60;
2) по гипотенузе и катету:
а) с =  13, а =  5; б) с =  25, а =  7;
в) с =  17, о =  8; г) с =  85, а =  81;
3) по гипотенузе и острому углу :
а) с =  2, а  =  20°; б) с =  4, а  =  50°20';
в) с =  8, а  =  70336'; г) с =  16, а  =  76с21';
4) по катету и противолежащему углу:
а) а =  3, а  =  30°27'; б) а =  5, а  =  40°48';
в) а =  7, а  =  60°35'; г) а =  9, а  =  68°.

46. Упростите выражения: 1) 1 — з т 3 а;
2) (1 — соз а) (1 соз а ); 3) 1 +  в т 2 а +  соз2 а ;
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4) 81П а  — в т  а  сов2 а; 5) в т 4а  +  сов4 а +  2в1п2асов2а;
6) а — в т 2 а  сс\ 7) сов2 а  4- 1ц2 сс сов2 а ;
8) -ё2а (2соз2а  +  в т 2а — 1); 9) . 1 ~ а +  *б4<* _

сон2 а
47. Вычислите значения в1л а  и а , если:

1) сова =  —; 2) соз а  =  —; 3) сова =  0,6.
13 17

48. Найдите сов а и 1ц а , если:
1) в т  а  =  4 ;  2) з т  а — —; 3) 8 т  а  =  0,8.

о 41
49. Постройте угол а , если известно, что: 1) сов а  = —;

7

2) в т а  =  -4 ; 3) вш а =  0,5; 4) ^ а  =  - ;  5 ) *ё«  =  0,7.
• 5

50. В прямоугольном треугольнике с гипотенузой о и ост
рым углом 60° найдите катет, противолежащий этому 
углу.

51. Найдите радиус г окружности, вписанной в равносто
ронний треугольник со стороной а, и радиус В  окруж
ности, описанной около него.

52. В треугольнике больший угол при основании равен 
45е, а высота делит основание на части 20 см и 21 см. 
Найдите большую боковую сторону.

53. У треугольника одна из сторон равна 1 м, а приле
жащие к ней углы равны 30е и 45°. Найдите другие 
стороны треугольника.

54. Диагональ прямоугольника в два раза больше одной 
из его сторон. Найдите углы между диагоналями.

55. Диагонали ромба равны а и п|/1Г Найдите углы ромба.
53. Какой из углов больше: а  или р, если:

1 1  2  31 ) в т а  =  —, в т р  =  —; 2 ) в т а  =  —, в т р  =  —;
3 4 3 4

3) сова =  —, совр =  —; 4) сова =  0,75, созр =  0,74;
7  5

5) а  =  2,1, 1ёр = 2 ,5 ; 6 )1 е «  =  4« ^ Р = 4 ?о 2
57. У прямоугольного треугольника АВС  угол А  больше 

угла В. Какой из катетов больше: АС  или ВС?
58. У прямоугольного треугольника АВС  катет ЕС больше 

катета АС. Какой угол больше: А  или В?
59. У равнобедренного треугольника стороны равны 3 м 

и 7 м. К акая из них является основанием?
69. Докажите, что расстояние между любыми двумя теч

ками, взятыми на сторонах треугольника, не больше 
наибольшей из его сторон.

61. Д>̂  кажите, что точки А , В, С лежат на одной прямей, 
если 1) А В  =  5 м, ВС — 7 м, АС  =  12 м; 2) АЕ  =» 
=  10,7, ВС =  17,1, АС  =  6,4.
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62. Может ли у  параллелограмма со сторонами 4 см и 7 см 
одна из диагоналей быть равной 2 см?

63. В треугольни-се одна сторона равна 1,9 м, а  другая 0,7 м. 
Найдите третью сторону, зная, что ее длина равна це
лому числу метров.

64. Докажите, что м 'диана треугольника А В С , проверен
ная из вершины А , меньше полусуммы сторон А В  и АС.

65. Докажите, что сумма высот треугольника меньше его 
периметра.

66. Известно, что диагонали четырехугольника пересекают
ся. Докажите, что сумма их длин меньше перс метра, 
но больше полуперчметра четырехугольника.

67. Даны четыре точки: А , В, С, В .  Известно, что отрезки 
А В  и СИ пересекаются. Найдите точку, сумма рас
стояний от которой до точек А , В , С, В  наименьшая.

68. Могут ли стороны треугольника быть пропорционад ь- 
ными числам 1, 2, 3?

69. Докажите, что в треугольнике каждая сторона меньше 
половины периметра.

70. Докажите, что любая хэрда окружгости не больше 
диаметра и равна ему только тогда, когда сама является 
д) [аметром.

71. Внутри окружности радиуса К  взята точка на расстоя
нии й от центра. Найдите наибольшее и наименьшее 
расстояния от гтой точки до точек окружности.

72. Вне окружности радиуса В  взята точка на расстоянии 
й от центра. Найдите наибольшее и наименьшее рас
стояния от этой точки до точек окружности.

73. Могут ли пересекаться окружности, центры которых 
находятся на расстоянии 20 см, а радиусы 8 см и 11 см? 
Объясните ответ.

74. Могут ли пересекаться окружности, центры которых 
находятся на расстоянии 5 см, а радиусы 6 см и 12 см? 
Объясните ответ.

75. Докажите, что в задаче 73 окружности находятся одна 
вне другой, а в задаче 74 окружность радиуса 6 см 
находится внутри окружности радиуса 12 см.

76. Могут ли пересекаться окружности с радиусами В г и В 2 
и расстоянием между центрами й, если В 1 +  В 2 <  й?

§ 8. ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ НА ПЛОСКОСТИ 
ВВЕДЕНИЕ КООГДИНАТ НА ПЛОСКОСТИ

Проведем на плоскости через точку О две взаимно перпен
дикулярные прямые х  и у  — оси координат (рис. 124). Ось х  
(она обычно горизонтальна) называется осью абсцисс, а ось 
у  — осью ординат. Точкой пересечение О — началом гоор~
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динат  — каждая из осей разбивается на две полуоси. Усло
вимся одну из них называть положительной, отмечая ее 
стрелкой, а другую отрицательной.

Каждой точке А плоскости мы сопоставим пару чисел — 
координатч точки — абсциссу (ж) и ординату (у ) по такому 
правилу.

Через точку А  проведем прямую, параллельную оси*орди- 
нат (рис. 125). Она пересече-" ось абсцисс х  в некоторой точке 
А*. Абсциссой точки А  мы будем называть число х, абсолют
ная величина которого равна расстоянию от точки О до А — 
Это число будет положительным, если А х принадлежит поло
жительной полуоси, отрицательным, если А х принадлежит 
отрицательной полуоси. Если точка А лежит на оси ординат 
у, то полагаем х  равным нулю.

Ордината (у) точки А определяется аналогично. Через 
точку А проведем пряную, параллельную оси абсцисс х  
(см. рис. 125). Она пересечет ось ординат у  в некоторой то-т- 
ке А у. Ординатой точки А мы будем называть число у, абсо
лютная величина которого равна расстоянию от точки О до 
А у. Это число будет положительным, если А у принадлежит 
положительной полуоси, отрицательным, если А, принадле
жит отрицательной полуоси. Если точка А лежит на оси аб
сцисс х, то полагаем у  равным нулю.

Координаты точки будем записывать в скобках рядом с 
буквенным обозначением точки, например: А (ж, у ) (на пер
вом месте — абсцисса, на втором — ордината).

Оси координат разбивают плоскость на четыре части — 
четверти — I, II , I I I ,  IV (рис. 126). В пределах одной 
четверти знаки обеих координат сохраняются и имеют зна
чения, указанные на рисунке.

Точки оси х (оси абсцисс) имеют равные нулю ордина
ты {у =  0), а точки оси у  (оси ординат) имеют равные ну

9С



лю абсциссы (х — 0). У начала координат абсцисса и орди
ната равны нулю.

Плоскость, на которой введены описанные выше способом 
координаты х  т у, будем называть плоскостью ху. Произ
вольную точку на этой плоскости с координатами х  и у бу
дем иногда обозначать просто (х , у).

Введенные на плоскости коордишты х, у  назьгьаютс я 
декартовыми, по имени французского ученого Р . Декарта 
(1596—1650), который впервые применил их в своих иссле
дованиях.

З а д а ч а  (9). Даны точки А  (—3, 2) и В (4, 1). Д ока
жите, что отрезок А В  пересекает ось у, но не пересекает ось х.

Р е ш е н и е .  Ось у разбивает плоскость ху  на две полу
плоскости. В одной полуплоскости абсциссы точек положи
тельны, а в другой отрицательны. Так как у точек А  и В  
абсциссы противоположных знаков, то точки А  и В  лежат в 
разных полуплоскостях. А это значит, что отрезок А В  пере
секает ось у.

Ось х  также разбивает плоскость ху на две полуплоскости. 
В одной полуплоскости ординаты точек положительны, а  в 
другой — отрицательны. У точек А  к В  ординаты одного 
знака (положительны). Значит, точки А  к В  лежат в одной 
полуплоскости. А следовательно, отрезок А В  не пересекает
ся с осью х.

КООРДИНАТЫ СЕРЕДИНЫ ОТРЕЗКА

Пусть А  (хц у^) и В  (х 2, у 2) — две произвольные точки и 
С (х , у) — середина отрезка А В . Найдем координаты х, у
точки С. Допустим, что отрезок А В  не параллелен оси у ,

т. е. XI ф  х 2. Проведем через точки А , 
В, С прямые, параллельные оси у 
(рис. 127). Они пересекут ось х  в точ
ках Ах (*!, 0), В 1 (,т2, 0), Сх (дг, 0). По 
теооеме Фалеса точка С1 будет сере
диной отрезка А ХВ

Так как точка Сг — середина от
резка А^В^, то А1С1= В 1С1, а значит,

Рис. 127 | х  — | =  | х  — х 2\. Отсюда следует,
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что либо х  —  х !  =  х  — ж„, либо х  — х, =  —(.Г — х ,). Пер 
вое равенство невозможно, так как х 1 Ф  х г. Поэтому верно 
второе. А из него получается формула

*1 +  *аX =
2

Если Х1 =  х 2, т. е. отрезок А В  параллелен оси у, то все 
три точки А у, В 1г Су имеют одну и ту же абсциссу. Значит, 
формула остается верной и в этом случае.

Ордината точки С находился аналогично. Через точки 
А , В , С проводятся прям ые, параллельные оси х. Получается 
формула

У̂ + Уг
У ~ ^ Г ’

З а д а ч а  (17). Даны три вершины параллелограмма 
АВСИ: А  (1, 0), В  (2, 3), С (3, 2). Найдите координаты чет
вертой вершины (О) и точки пересечения диагоналей.

Р е ш е н и е .  Точка пересечения диагоналей является 
серединой каждой из них. Поэтому она является серединой 
отрезка АС, а значит, имеет координаты

1 + 3  0 0 + 2  ,

Теперь, зная координаты точки пеоесечения диагоналей, на
ходим координаты х, у  четвертой вершины X). Пользуясь тем, 
что точка пересечения диагоналей является серединой отрез
ка 7Ш, имеем:

3 + *  _  2 3 + у  __ ^

2 ’  2

Отсюда х  — 2, у  =------1.

РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ ТОЧЧАМИ

Пусть на плоскости ху  даны две точки: Ау с координатами 
Х у ,  у у  и  А 2 с координатами х 2, Выразим расстояние между 
точками Ау и А 2 через координаты этих точек.

Допустим, что Ху Ф  х 2 и уу Ф  у 2- Проведем через точки 
Ау и А 2 прямые, параллельные осям координат, и обозначим 
через А точку их пересечения (рис. 128). Расстояние между 
точками А  к  Ау равно | у у — у г |, а расстояние между точками
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А  и А г равно ]*! — лга |. Применяя к 
прямоугольному треугольнику А А 1А 2 
теорему Пифагора, получим:

гё2 =  ( * !  —  Х 2) 2 +  ({/1 —  У х ) 2 ,  ( * )

где й — расстояние между точками А- 
и А г.

Хотя формула (♦) для расстояния 
между точками выведена нами в пред
положении х1ф х 2, УуФУг, она остается 

верной и в других случаях. Действительно, если х, =  х2, 
Уз ч6 Уч., то й равно | у1 — у 21. Тот же результат дает и фор
мула (*). Аналогично рассматривается случай, когда х х ф  
ф х %, у 1 =  у 2. При х1 =  х2, ух = у 2 точки А^ и А 2 совпадают 
и формула (*) дает й =  0.

З а д а ч а  (27). Найдите на оси х  точку, равноудаленную 
от точек (1, 2) и (2, 3).

Р е ш е н и е .  Пусть (х, 0) — искомая точка. Приравни
вая расстояния от нее до данных течек, получим:

(х — I )2 +  (0 — 2)2 =  (х — 2)2 +  (0 — З)2.
Отсюда находим: х  — 4. Таким образом, искомая точка есть 
(4, 0).

УРАВНЕНИЕ ОКРУЖНОСТИ

Уравнением фигуры на плоскости в декартовых коорди
натах называется уравнение с двумя неизвестными х и у, 
которому удовлетворяют координаты любой точки фигуры. 
И обратно, любые два числа, удовлетворяющие этому урав
нению, являются координатами некоторой точки фигуры.

Составим уравнение окружности с 
центром в точке А0 (а, Ъ) и радиусом 
В  (рис. 129). Возьмем произвольную 
точку А  (х, у) на окружности. Расстоя
ние от нее до центра А и равно В. 
Квадрат расстояния от точки А  до Л 0 
равэн (х — а)2 +  (у — Ь)2. Таким об
разом, координаты х, у  каждой точки 
А  окружности удовлетворяют уравне
нию
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(я -  а)- +  (у — Ъ)2 =  В 2. '*>
Обратно: любая точка А ,  координаты которой удовлетво

ряют уравнению (*), принадлежит окружности, так как рас
стояние от нее до точки Ао равно В . Отсюда следует, что 
уравнение (*) действительно является уравнением окруж
ности с центром Ао и радиусом В .

Заметим, что если центром окружности является начало 
координат, то уравнение окружности имеет вид:

X2 +  у 2 =  В 2.
З а д а ч а  (33). При каком условии окружности с радик

сами а и Ь и расстоянием между центрами с пересекаются?
Р е ш е н и е .  Пусть О и Ох — центры окружностей. 

Примем точку О за начало декартовой системы координат, а 
полупрямую ООу — за положительную полуось х. Уравне
ниями окружностей будут:

х2 +  у 2 — а2, (х — с)2 +  у 2 =  Ъ2. (**)
Если окружности пересекаются, то координаты х, у  точ

ки пересечения удовлетворяют обоим уравнениям (**). И 
обратно, еслы система уравнений (**) имеет решение, т. е. 
существуют х  и у, удовлетворяющие обоим уравнениям, то 
они являются координатами точки пересечения окружно
стей. Число точек пересечения, если окружности пересека
ются, равно числу решений системы.

Будем решать систему уравнений (**). Д ля этого сначала 
вычтем уравнения почленно. Получи! с: 2сх — с2 =  а2 — Ь2. 

аг + с* — Ь* _Отсюда х — — :------—. Подставляя это значение х  в первое

уравнение, получим:
/ с2 +  с2 — ь3\Д 
I 2с ) +  У2 =  а2.

Отсюда
, „ (0*+С* — Ь2\2

Преобразуем правую часть равенства как разность квадратов. 
Получим:

=  —  (2ос +  а2 +  с2 — Ь2) (2ас — а2 — с3 +  Ъ2) =
4с2

4* И



Рис. 130
Ь+с=а а+Ь = с

Рис. 131

-  ~  [(« +  с)2 -  Ь2] [й* -  (а - с ) 2] -
4 с *

= ~  (а + Ь +  с)(а с — Ь)(Ь +  а — с)(Ь — а +  с).

Итак,

У2 =  (а +  Ь +  с) (а +  с — Ь) (а +  Ь — с) (0 +  с — а).
4 с2

Отсюда видно, что если о + с  > Ь, о +  Ь >  с и Ь +  с >  а, 
то правая часть равенства положительна и, следовательно, 
система (**) имеет решения. Причем таких решений будет 
два. Соответственно окружности пересекаются в двух точках 
(рис. 130).

Если хотя бы один из сомножителей о +  с — Ъ,а +  Ъ — с, 
Ь +  с — а равен нулю, то система (**) имеет одно решение. 
Окружности касаются (рис. 131).

Если один из сомножителей в правой части отрицателен, 
то система (**) не имеет решений и окружности не пересе
каются (рис. 132). Д ва сомножителя не могут быть отрица
тельными, так как тогда их сумма отрицательна. А она за
ведомо положительна. Например, если а  +  с — Ь < 0 и  
а +  Ь — с <  0, то их сумма (о +  с — Ь )+  ( а + Ь  — с) =  2а <  0. 
А это невозможно. Точно так же будет и в других случаях.

Рис. 132
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Таким образом, если одно из чисел а, Ь, с больше суммы  
двух других, то окружности не пересекаются; если одно из 
втих чисел равно сумме двух других, то окружности касаются; 
если каждое из этих чисел меньше суммы двух других, то ок
ружности пересекаются в двух точках.

УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ

Докажем, что любля прямая в декартовых координатах 
х, у имеет уравнение вида

а х  +  Ьу +  с =  0. (*)
Пусть Л — произвольная прямая на плоскости ху. Про- 

ведом какую-нибудь прямую, перпендикулярную прямой Л, 
и отложим на ней от точки пересечения С с прямой А равные 
отрезки С А У и СА« (рис. 133).

Пусть Оц Ъ1 — координаты точки А 1 и а2, Ъ2 — коорди
наты точки А 2. К ак  мы знаем, люба я точка А  (х, у) прямой 
Л равноудалена от точек А 1 и А 2. Поэтому координаты ее 
удовлетворяют уравнению

(х — а ^ 2 +  (у — Ъ )̂2 =  (х — о2)2 +  (у — Ь2)2. (**)
Обратно, если координаты х и у  какой-нибудь точки 

удовлетворяют уравнению (**), тс эта точка равноудалена от 
точек А 1 и  А 2, а значит, принадлежит прямой А. Таким обра
зом, уравнение (**) является уравнением прямой А. Если 
в этом уравнении раскрыть скобки и перенести все члены 
уравнения в левую его часть, то оно примет вид (*):

2 (с2 — ах)х 2 (Ь2 — Ь^у 4- (ох 4~ Ьу — а2 — Ъ2) =  0. 
Утверждение доказано.

З а д а ч а  (47). Составьте уравнение прямой, которая 
проходит через точки А  (—1, 1), В  (1, 0).

Р е ш е н и е .  К ак  мы знаем, наша 
прямая имеет уравнение вида ах-\-Ьу +
-\-с =  0. Точки А  и В  лежат на пря
мой, а значит, их координаты удовлет- С
воряют этому уравнению. Подставляя 
координаты точек А  и В  в уравнение 
прямой, получим: А

— а +  Ь +  с =  0, в 4  с =  0. Рис. 133
N
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Из этих уравнений можно выразить два коэффициента, на
пример а и Ъ, через третий: а =  —с, Ь =  —2с. Подставляя 
эти значения а и Ъ в уравнение прямой, получим:

—сх — 2 су +  с =  О.
Н а с можно сократить. Тогда получим:

— х  — 2у +  1 = 0 .
Это и есть уравнение нашей прямой.

Влясним, как расположена прямая относительно осей 
координат, если ее уравнение ах +  Ьу +  с =  О имеет тот 
или иной частный вид.

1. а — О, Ь ф  0. В этом случае уравнение прямой можно 
переписать так:

Таким образом, все точки прямой имеют одну и ту же орди-

(рлс. 134, а). В частности, если и с =  0, то прямая совпадает 
с осью х.

2. Ь =  0, а ф  О. Этот случай рассматривается аналогич
но. Прямая параллельна оси у  (рис. 134, б) и совпадает 
с ней, если и с =  0.

3. с =  О. Прямая проходит через начало координат, 
так как его координаты (О, О) удовлетворяют уравнению 
прямой (рис. 134, в).

Если в общем уравнении прямой ах +  Ъу +  с =  0 коэф-

РАСПСЛОЖЕНИЕ ПРЯМОЙ ОТНОСИТЕЛЬНО СИСТЕМЫ 
КООРДИНАТ

нату следовательно, прямая параллельна оси х

У У

о
а)

о
С)

х

Рис. 134
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фнциент при у  не равен нулю, то это уравнение можно раз
решить относительно у. Получим:

Или, обозначая — — =  к, — — =  д, получим: ь ь

у  =  кх  +  д.

Выясним геометрический смысл коэффициента к в этом  
уравнении. Возьмем две точки на прямой А  (Ху, у  у), В(х2, у 2) 
(Ху <  х.2). Их координаты удовлетворяют уравнению пря
мой:

УI =  кху +  Я, Уг =  Ъх* +  е -

Вычитая эти равенства почленно, получим: у.г — у  у =*
=  к (л-, — Ху). Отсюда

Хуу—Ху

В случае, представленном на рисунке 135; а, —— — =Х2—Ху
В случае, представленном на рисунке 135, б, —— — =  — \&а.х2 Ху
Таким образом, коэффициент к в уравнении прямой с точ
ностью до знака равен тангенсу острого угла, который обра
зует прямая с осью х.

Коэффициент к в уравнении прямой называется угловым 
коэффициентом прямой.
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ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПРЯМОЙ С ОКРУЖНОСТЬЮ

Рассмотрим вопрос о пересечении прямой с окружностью. 
Пусть К  — радиус окружности и й — расстояние от центра 
окружности до прямой. Примем центр окружности за на
чало координат, а прямую, перпендикулярную к данной, — 
за ось х  (рис. 106). Тогда уравнением окружности будет 
Л'2 +  у 2 =  -К2, а уравнением прямой х  =  <1. Д ля того чтобы 
прямая и окружность пересекались, надо, чтобы система 
двух уравнений

х2 +  у 2 =  В 2, х  =  й

имела решение. И обратно, всякое решение этой системы 
дает координаты х, у  точки пересечения прямой с окруж
ностью. Решая нашу систему, получим:

X =  Й, У =  ±  V В 2 —  й 2.

Из выражения для у видно, что система имеет два реше
нии, т. е. окружность и прямая имеют две точки пересечения, 
если К >й  (рис. 136, а). Система имеет одно решение (прямая  и 
окружность касаются, рис. 136, б), если В =  й. Система 
не имеет решения, т. е. прямая и окружность не пересе
каются, если В  <  й  (рис. 136, в).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СИНУСА, КОСИНУСА И ТАНГЕНСА ДЛЯ ЛЮБОГО
УГЛА ОТ 0° ДО 180°

До сих пор значения синуса, косинуса и тангенса были 
определены только для острых углов. Теперь мы определим 
их для любого угла от 0° до 180°. Возьмем окружность на

Рис. 136
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плоскости ху с центром в начале ко
ординат и радиусом В  (рис. 137).
Пусть а  — острый угол, который об
разует радиус ОА с положительной 
полуосью х. Пусть х п у  — координа
ты точки А . Значения в т  а , сое а  и 

а  Для острого угла а  выражаются 
через координаты точки А, а именно:

соз а  =  — , в т а  =  —, =  —.
Я В  х

Определим теперь значения в т  а, сов а 
и а  этими формулами для любого уг
ла а. (Для а  угсл а  =  90° исключает
ся.) При таком определении в т  90°=1, 
сов 90° =  0, в т  180°= 0, сов 180°= —1.
Считая, что совпадающие лучи образу
ют угол 0°, будем иметь: в т  0° =  0, 
сов 0° =  1, =  0.

Т е о р е м а  8.1. Д ля  любого угла  а,
0° <  а <  180°, в т  (180° — а) =  в т  а, 
сов (180 — а) =  — сов а. Для угла а Ф  
ф  90 (1&0 — а) =  — «.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Треугольники О АВ  и ОА^В^ 
равны по гипотенузе и острому углу (рис. 138). Из равенства 
треугольников следует, что А В  =  А гВг, т. е. у = у1ъ ОБ =» 
=  ОВг; следовательно, х  =  —хг. Поэтому

в т  (180° —  а )  =  — =  — =  в т  а ,
В  в

со? (180е — а) =  —  =  —-  =  — сов а. н и

Разделив почленно равенство а п  (180° — а) =  в т  а на ра
венство сов (180° — а) =  —сов а . получаем: (180° — а) =
=5 — а. Теорема доказана.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Объясните, как определяются координаты точки.
2. Какие знаки у координат точки, если она принадлежит 

первой (второй, третьей, четвертой) четверти?
3. Чему равны абсциссы точек, лежащих на оси ординат?
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Чему равны ординаты точек, лежащих на оси абсцисс? 
Чему равны координаты начала координат?

4. Выведите формулы для координат середины отрезка.
5. Выведите формулу для расстояния между точками.
6. Что такое уравнение фигуры в декартовых координатах?
7. Выведите уравнение окружности.
8. Докажите, что прямая в декартовых координатах имеет 

уравнение вида ах +  Ъу +  с =  С.
9. К ак  расположена прямая, если в ее уравнении ах +  

+  Ьу +  с — О коэффициент а — 0 (коэффициент Ь = 0 , 
коэффициент с =  О)?

10. Какой геометрический смысл имеет коэффициент к  в 
уравнении прямой у =  кх $

11. При каком условии прямая и окружность не пересека
ются, пересекаются в двух точках, касаются?

12. Дайте определение синуса, косинус? и тангенса для 
любого угла от 0° до 180°.

13. Докажите, что для любого угла а, 0° <  а <  180°, 
81п (180° — к) =  е!п к , сов (180° — к) =  —сов к,

(180° — к) =  — а.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Проведите оси координат, выберите единицу длины на 
осях, постройте точки с координатами: (1, 2), (—2, 1), 
( - 1, - 3), (2 , - 1).

2. Возьмите наудачу четыре точки на плоскости ху. Н ай
дите координаты этих точек.

3. Н а прямой, параллельной оси х, взяты две точки. У од
ной из них ордината у  =■ 2. Чему равна ордината другой 
точки?

4. Н а прямой, перпендикулярной оси х, взяты две точки. 
У одной из них абсцисса х  =  3. Чему равна абсцисса 
другой точки?

5. Из точки А  (2, 3) опущен перпендикуляр на ось х. 
Найдите координаты основания перпендикуляра.

6. Через точку А  (2, 3) проведена прямая, параллельная 
оси х. Найдите координаты точки пересечения ее с 
осью у.

7. Найдите геометрическое место точек плоскости ху, для 
которых абсцисса х — 3.

8. Найдите геометрическое место точек плоскости ху, для 
которых \х \ = 3 .

9. Даны точки А  (—3, 2) и В (4, 1). Докажите, что отре
зок А В  пересекает ось у, но не пересекает ось х.

10. Какую из полуосэл оси у  (положительную иди отрица
тельную) пересекает отрезок А  В в предыдущей задаче?

11. Найдите расстояние от точки (—3,4) до: 1) оси х; 2) оси у.
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12. Найдите расстояние от точки (—3, 4) до начала коор
динат.

13. На биссектрисе первой четверти взята точка с ордина
той у =  2. Чему равна абсьисса этой точки?

14. Решите предыдущую задачу, если точка находи тег на 
биссектрисе второй четверти.

15. Калдите геометрическое место точек плоскости ху, для 
которых х  =  у.

16. Найдите геометрическое место точек плоскости ху, для 
которых х  — —у.

17. Даны три вершины параллелограмма А В С Б  : А  (1, О), 
В  (2, 3), С (3, 2). Найдите координаты четвертой вер
шины I) и точки пересечения диагоналей.

18. Докажите, что четырехугольник АВСЮ с вершинами в 
точках А  (—1, —2), В (2, —5), С(1, —2), Щ —2,1) явлл- 
ется параллелограммом. Найдите точку пересечения 
его диагоналей.

19. Найдите координаты середины отрезка с концами (2, О) и 
(О, 2).

29. Даны один конец отрезка (1, 1) и его середина (2, 2). 
Найдите второй конец отрезка.

21. Докажите, что четырехугольник АВ С В  с вершинами в 
точках А  (4, 1), В  (О, 4)„ С(—3, О), В  (1, —3) является 
квадратом.

22. Докажите, что четыре точки (1, 0), (—1, 0), (0, 1), 
(0, —1) явл ются вершинами квадрата.

23. Найдите расстояние между точками: 1) (1, 0) и (3, 0);
2) (1, 0) и ( - 3 ,  0).

24. Докажите, что расстояние между точками (ж,, 0) и 
(х2, 0) оси х  при любых жг и жг определяется по фор
муле й =  |ж2 — х х |.

25. Даны три точки: А  (4, —2); В  (1, 2); С {—2, 6). Найдите 
расстояния между этими точками, взятыми попарно.

26. Докажите, что точки А , В , С в задаче 25 лежат на од
ной прямой. К акая  из них лежит между двумя другими?

27. Найдите на оси ж точку, равноудаленную от точек (1, 2) 
и (2, 3).

28. Найдите точку, равноудаленную от осей координат п 
от то ши (3, Ь).

29. Какие из точек (1, 2), (3, 4), (—4, 3), (0, 5), (5, —1) ле
жат на окружности, заданной уравнением ж2 +  у2 =25?

39. Найдите на окружности, заданной уравнением ж2 +  у 2 =  
=  169, точки: 1) с абсциссой 5; 2) с ординатой —12.

31. Даны точки А  (2, 0) и В  (—2, 6). Составьте уравнение 
окружности, диаметром которой чзляется отрезок А В .

32. Даны точки А  (—1, —1) и С (—4, 3). Составьте урав
нение окружности с центром в точке С, проходящей 
через точку А .
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33. При каком условии окружности с радиусами а и Ь и 
расстоянием с м;-жду центрами пересекаются?

34. Докажите, чго если каждое из грех положительных 
чисел а, Ь, с меньше суммы двух других, то существует 
треугольник со сторонами, равными а, Ь, с.

35. Можно ли построить треугольник со сторонами:
1) а =  1 см, Ь =  2 см, с =  3 см; 2) а =  2 см, Ь =  3 см, 
с =  4 см; 3) о = 3  см, Ь =  7 см, с =  11 см; 4) о =
=  4 см, Ь =  5 см, с — 9 см?

36. Найдите центр окружности на оси х, если известно, 
что окружность проходит через точку (1, 4) и радиус 
окружности равен 5.

37. Найдите координаты точек пересечения окружности 
х2 +  у2 — 8х — 8у +  7 =  0 с осью х.

38. Найдите координаты точек пересечения двух окружно
стей:

х 2 +  у 2 +  8х — 8 у  — 8 = 0 ,  
х 2 +  У2 — 8х +  8у — 8 = 0 .

ЗЭ. Составьте уравнение окружности с центром в точке 
(1, 2), касающейся оси х.

40. Составьте уравнение окружности с центром (—3, 4), 
проходящей через начало координат.

41. Докажите, что окружность х2 +  у 2 +  2ях +  1 =  О не 
пересекается с осью у.

42. Докажите, что окружность х 2 +  у 2 +  2ах =  0 касает
ся оси у.

43. Составьте уравнение геометрического места точек, рав
ноудаленных от двух данных точек (0, 1) и (1, 2).

44. Найдите точки пересечения с осями координат прямой, 
заданной уравнением: 1) х  +  2у +  3 =  О; 2) Зх +  4у =  
=  12; 3) Зх — 2у +  6 =  О; 4) 4х — 2у — 10 =  О.

45. Найдите на прямой, заданной уравнением Зх +  4у =  1, 
точку с абсцизсой х =  —1; точку с ординатой у  =  —2.

46. Найдите точку пересечения прямых, заданных урав
нениями:
1) х  +  2у +  3 =  О, 4х +  Ъу +  6 =  О;
2) Зх — у  — 2 = 0 ,  2х +  у  — 8 =  0;
3) 4х +  Ъу +  8 =  0, 4х — 2у — 6 =  0.

47. Составьте уравнение прямой, которая проходит через 
точки А  (—1, 1), В  (1, О).

48. Составьте уравнение прямой, проходящей через две 
точки с координатами: 1) (2, 3) и (3, 2); 2) (4, —1) и 
(—6, 2); 3) (5, —3) и (—1, —2).

49. Чему равны коэффициенты а и Ъ в уравнении прямой 
ах +  Ьу =  1, если известно, что она проходит через 
точки (1, 2) и (2, 1)?



50. Чему равен коэффициент с в уравнении прямой * у  +  
Ч с =  0, если она проходит через точку (1, 2)?

51. При каком значении с прямая х  +  у  с =  0 касается 
окружности ж2 +  у2 =  1?

52. Докажите, что три прямые х  +  2у =  3, 2х — у  =  1 
и Здс +  у  =  4 пересекаются в одной точке.

53. Докажите, что прямые х  +  2у =  3 и 2х +  4у =  3 не 
пересекаются.

54. Составьте уравнение прямой, зная, что она параллельна 
оси дс и проходит через точку (2, 3).

55. Составьте уравнение прямой, зная, что она проходит 
через начало координат и точку (2, 3).

58. Найдите синус, косинус и тангенс углов 120°, 135°, 150°.
57. Пользуясь таблиц ами, найдите: 1) в т  160°, 2) сов 140°,

3) 130°.
58. Пользуясь таблицами, найдите значения синуса, коси

нуса и тангенса углов: 1) 40°; 2) 14°36'; 3) 70°20';
4) 80с16'; 5) 145°; 6) 150°30'; 7) 150°33'; 8) 170°28'.

59. Пользуясь таблицами, найдите углы, для которых:
1) в т  аг — 0,2, 2) сов я 2 =  —0,7, 3) я 3 =  —0,4.

69. Найдите значения в т  а  и ^  а , если: 1) сов я  =  — ;3
2) сов я  =  —0,5; 3) сов я  =  4) сов я  =  — 1̂ Ё_.

61. Найдите значения сов я  и я , если: 1) в т  я  =  0,6,
0° <  я  <  90°; 2) в т  я  =  -^, 90° <  а  <  180°; 3) в т  а  =>3
=  Д = , 0° <  а  <  180°.

Т' 2 б62. Известно, что а =  — — ■ Найдите в т  я  и сов я.
363. Постройте угол я , осли известно, что в т  я  =  —.5

364. Постройте угол я , если известно, что сов я  ™ ----—.5
65. Докажите, что если сов я  =  сов Р , то я  =  р.
06. Декажиге, что если в т  я  =  в т  р, го либо я  =  р, либо

г. =  180° — р.

§ 9. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФИГУР 
ГРИМЕРЫ ПРЕОБРАЗОВАНИИ ФИГУР

Если каждую точку данной фигуры сместить каким-ни
будь образом, то мы получим новую фигуру. Говорят, что 
эта фигура получена преобразованием из данной. Приведем 
несколько примеров.

109



Рис. 139

Рис. 140

Рис. 143

X X х'

г Г1'г 1

Рис. 148

Первый пример. Пусть О — фикси
рованная точка и X  — произвольная 
точка плоскости (рис. 139). Отложил1 
на продолжении отрезка О Х  за точ
ку О отрезок О Х', равный ОХ. Точка 
X ' называется симметричной точке 
X  относительно точки О. Точка, сим
метричная точке О, есть сама точка О. 
Очевидно, что точка, симметрична я 
точке X ', есть точка X.

Преобразование фигуры Р  в фигу
ру Р \  при котором каждая ее 
точка X  переходит в точку X ', симмет
ричную относительно данной точки О, 
назызается преобразованием симметрии 
относительно точки О. При этом фи
гуры Р и Р ' называются симметрич
ными относительно точки О (рис. 140).

Если преобразование симметрии от
носительно точки О переводит фигу
ру Р  в себя, то она называется цент
рально-симметричной , а  точка О назы
вается центром симметрии. Например, 
параллелограмм является центрально
симметричной фигурой. Его центром 
симметрии является точка пересечения 

•Л7 диаюналей (рис. 141).
Второй пример. Пусть ё  — фикси

рованная прямая (рис. 142). Возьмем 
произвольную точку X  и опустим пер
пендикуляр X X  на прямую ё. На 
продолжении этого перпендикуляра за 
точку X  отложим отрезок X X ', рав
ны ! отрезку X X. Точка X ' называет
ся симметричной точке X  относитель
но прям )й ё. Если точка X  лежит на 
прямей ё, то симметричная ей точка 
есть сама точка X. Очевидно, что точ
ка, симметричная точка X ', есть точ
ка X.
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Преобраз< I ание фигуры Р в фигу
ру Р \  при котором каждая ее тотка 
X  переходит в точку X ',  симмет
ричную относительно данной прямей 
д, называется преобразованием симмет
рии относительно прямой ё. При 
этом фигуры Р  и Р' называются сим
метричными относительно прямой ё  
(рис. 143).

Если преобразование симметрии от
носительно прямой ё  переводит фигуру 
7  в себя, то эта фигура называется сим
метричной относительно прямой ё , а 
прямая ё  называется осью симметрии 
фигуры Напркмер, прямые, проходя
щие через точку пересечения диаго
налей прямоугольника параллельно его 
сторонам, являются осями симметрии 
прямоугольника (рис. 144). Прямые, 
на которых лежат диагонали ромба, 
являются его осями симметрии (рис. 145).

З а д а ч а  (6). Докажите, что пря
мая, проходящая через центр окруж
ности, является ее осью симметрии.

Р е ш е н и е .  Пусть О — центр ок
ружности и о — прямая, преходящая 
через точку О (рис. 146). Очевидно, 
преобразован* е симметрии относитель
но прямой а переводит точку С окруж
ности в точку С ', а тс тку О оставляет 
на месте. Возьмем произвольную точку 
X  на окружности и построим течку X ',  
в которую переходит точка X  при сим
метрии относительно прямой а,

Треугольники О А Х  и О А Х '  равны 
по первому признаку. У них углы при 
верныне А  прямые, сторона ОА общая, 
а стороны А Х  и А Х '  равны по опреде
лению симметрии. Из равенства тре
угольников следует равенство сторон
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О Х  и О Х ', т. е. точка X '  лежит на окружности. А. это 
значит, что окружность при симметрии относительно 
прямой о переходит в себя. Значит, о есть ось симметрии 
окружности.

Третий пример. Пусть Р — данная фигура и О — фик- 
сир эванная точка (рис. 147). Проведем через произвольную 
точку X  фигуры Р луч О Х  и отложим на нем отрезок О Х ', 
равный к • О Х, где к — положительное число. Преобразо
вание фигуры Р, при котором каж дая ее точка X  переходит 
в точку X ' , построенную указанным способом, называется 
гомотетией относительно центра О. Число к называется 
коэффициентом гомотетии. Фигуры Р  и Р' называются го
мотетичными.

ДВИЖЕНИЕ

Преобразование фигуры Р в фигуру Р' называется дви
жением, если оно сохраняет расстояние между точками, т. е. 
переводит любые две точки X  и У  фигуры Р  в точки X ',  
У  фигуры Р ' так, что Х У  =  Х 'У ' .

Т е о р е м а  9 .1 . Преобразование симметрии относительно 
точки является движением,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X  и У  — две произволь
ные точки фигуры Р (рис. 148). Преобразование симметрии 
относительно точки О переводит их в точки X '  и У '.  Рас
смотрим треугольники ХО У  и Х 'О У . Эти треугольники 
равны по первому признаку равенства треугольников. У них 
углы при вершине О равны как вертикальные, а О Х  =  О Х ', 
ОУ =  СУ' по определению симметрии относительно точки О. 
Из равенства треугольников следует равенство сторон Х У  =  
=  Х 'У ' . А это значит, что симметрия относительно точки О 
есть движение. Теорема доказана.

Т е о р е м а  9.2. Преобразование 
симметрии относительно прямой явля
ется движением.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Примем 
данную прямую за ось у  декартовой 
системы координат (рис. 149). Пусть 
произвольная точка X  (х , у) фигуры Р  

Рис. 148 переходит в точку X ' (х ', у ')  фигуры Р '.
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Из определения симметрии относитель
но прямой следует, что у точек X  и X ' 
ровные ординаты, а абсциссы отлича
ются только знаком: х' =  —х.

Возьмем две произвольные точки 
Х 1 (*|, Ух) и Х 2 (х2, у г). Они перейдут 
в точки х[ (—Хх, у,) и Хч  (— х2, у2).

Имеем:
Х ^ Х \  =  (х2 — Хх)2 +  (у2 — ух)2,

Х1х'22=  (—*2 +  х ,)2 +  (у 2 — Ух)2- 
Отсюда видно, что Х 2Х 2 — ^ 1X2. А это 
значит, что преобразование симметрии 
относительно прямой есть движение.
Теорема доказана.

Поворотом около данной точки назы
вается такое движение, при котором 
каждый луч, исходящий из этой точки, 
поворачивается на один и тот же угол в 
одном и том же направлении (по часо
вой стрелке или против часовой стрел
ки) (рис. 150).

З а д а ч а  (14). Постройте равно
сторонний треугольник, у которого 
одна вершина задана, а две другие вер
шины лежат на двух данных прямых.

Р е ш е н и е .  Пусть О АВ  — иско
мый треугольник, у которого верши
на О задана, а вершины А  и В  лежат на данных прямых а 
и  Ъ (рис. 151). Выполним поворот прямой Ь около точки О 
на 60°. При этом она перейдет в прямую 6 ', проходящую 
через точку А . Таким образом, чтобы найти вершину А , 
достаточно построить прямую Ь' . Верчшна А  будет точкой 
пересечения прямых а и 6 '.

Дня построения прямой Ь' достаточно взять любые две 
точки прямой Ь и построить точки, в которые они переходят 
при повороте. Прямая Ъ' будет проходить через эти точки.

Построив вершину А , строим вершину В. Она совпадает 
с точкой пересечения серединного перпендикуляра к  отрезку 
ОА  и прямой Ъ. Соединяя точки О, А , В  отрезками, полу
чаем искомый треугольник.
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СВОЙСТЗД ДПЖ ЕНИЯ

Т е о р е м а  9.3. При двизхении точки, лежащие на прямой, 
переходят в тохки, лежащие' на прямой, и сохраняется поря
док их взаимного расположения.

Это значит, что если точки А, В , С, лежащие на прямой, 
переходят в точки А у, В ,, С1, то эти точки также лежат на 
прямой; если течка В  лежит между точками А и С, то точка 
В х лежит между точками А 1 и Сг.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точка В  лежит между 
точками А м С. Если точки А у, В х, Су не лежат на прямой, 
то они являются вершинами треугольника.

Поэтому А 1С1 <  А Ву +  В 1С1. По определению движения 
отсюда следует, что АС  <  А В  +  ВС.  Однако по свойству 
измерения отр гзков А С =  А В  +  ВС.

Мы пришли к  противоречию. Первое утверждение теоре
мы доказано.

Покажем теперь, что точка Ву лежит между Ау и Су. До
пустим, что Ау лежит между Ву и С1. Тогда А 1В 1 +  А 1С1 =  
=  В,Су  и, следовательно, А В  +  АС  =  ВС.  Но это проти
воречит равенству АВ  +  ВС  =  АС.  Таким образом, точка 
А ] не может лежать между В у и С1. Аналогично доказывает
ся, что точка Су не может лежать между Ау и Ву. Так как из
трех точек А ,, В и С- одна лежит между двумя другими, то
этой точкой может быть только В у. Теорема доказа на пол
ностью.

Из теоремы 9.3 следует, что при двизхении прямые перехо
дят в прямые, полупрямые — в полупрямые, отрезки — в от
резки.

Поясним это на примере отрезка. Пусть А В  — данный 
отрезок. При движении точки А  и В  переходят в некоторые 

д точки А  м. В ' (рис. 152). Покажем, что 
отрезок А В  переходит в отрезок А 'В '.  
Возьмем произвольную точку X  на от
резке А В . Она переходит в некоторую 
точку X '  прямой А 'В ', лежащую меж
ду точками А '  и В (теорема 9.3), т. е.
точка X  отрезка А В  переходит в

Рис. 152 точку X '  отрезка А 'В '. Д ля всякой
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ли точки X ' отрезка А'В'  найдется точка X  отрезка АВ,  ко
торая при нашем движении переходит в точку Х'1  Да, для 
всякой точки. Если взять такую точку X  на отрезке АВ, 
что А Х  *= А 'X ' , то она как раз и переходит в точку X ' .

Пусть А В  и АС  — две полупрямые, исходящие из точки 
А, не лежащие на одной прямой (рис. 153). При движении 
эти полупрямые переходят в некоторые полупрямые АуВу 
а  А.\С у. Так как движение сохраняет расстояния, то треуголь
ники АВС  и АуВ\Су равны по третьему признаку равен
ства треугольников. Из равенства треугольников следует ра- 
зенство углов ВАС  и ВуАуСу.  Следовательно, при движении 
сохра яяются углы  л:ехс?у полупрямыми.

Пусть фигура Р  переводится движением в фигуру В', 
а фигура Р  переводится движением в фигуру В" (рис. 154). 
Пусть при первом движении точка X  фигуры Р переходит в 
точку X ' фигуры .Р', а при вторам движении точка X ' фигуры 
Р' переходит в точку X "  фигуры В". Тогда преобразование 
фигуры В в фигуру В", при котором лроизвольная точка 
X  фигуры В  переходит в точку X "  фигуры В", сохраняет 
расстояние между точками, а значит, является также дви
жением. Эго свойство движения выражают словами: два 
движения, выполненные последовательно, дают снова дви
жение.

Пусть преобразование фигуры В  в фигуру В' переводит 
различные точки фигуры В  в различные точки фигуры В'. 
Пусть лроизвольная точка X  фигуры В  при этом преоб
разовании переходит в точку X ' фигуры В '. Преобразова
ние фигуры В' в фигуру В, при котором точка X ’ перехо
дит □ точку X ,  называется преобразованием, обратгным дан
ному. Движение сохраняет расстояние между точками,



поэтому переводит различные точки в различные. Очевидно, 
преобразование, обратное движению, является также движе
нием.

РАВЕНСТВО ФИГУР
Фигуры Р и Р ’ называются равными, если они движе

нием переводятся одна в другую.
Д ля обозначения равенства фигур используется обычный 

знак равенства. Запись Р = р '  означает, что фигура Р рав
на Р '. В записи равенства треугольников: Д  АВС  =  А А 1В 1С1— 
предполагается, что совмещаемые при движении вершины 
стоят на соответствующих местах-При таком условии равен
ство треугольников, определяемое через их совмещение дви
жением, и равенство, как мы. его понимали до сих пор, выра
жают одно и то же. Докажем это.

Пусть треугольник АВС  совмещается движением с тре
угольником А 1В 1С1, причем вершина А  переходит в вершину 
А х, В  — в ^ и С  — в С г. Так как при движении сохраняются 
расстояния и углы, то для наших треугольников А В  =  
=  ВС  =  В ^ ,  АС  =  АгСи А. А  =  А А Х, А В = А В у ,
А С  =  А С г, т. е. треугольники равны в тем смысле, как мы 
это понимали до сих пор.

Пусть теперь у треугольников АВ С  и А 1В 1С1 А В  =  А 1В1, 
ВС =  В хС17 АС - АхСг, А  А  = А А г, А В  =  А В г, А С  =  
=  А С г. Докажем, что они совмещаются движением, причем 
вершина А  переходит в вершину А г, В  — в В, и С — в С^. 
Подвергнем треугольник АВС  преобразованию симметрии 
относительно прямой о, перпендикулярной к отрезку А А , 
и проходящей через его середину (рис. 155). Получим тре
угольник 4̂.1В2С2. Подвергнем его симметрии относительно

прямой Ь, соединяющей точку 
А \ с серединой отрезка ВуВ2. 
Получим треугольник Л 1В1С3.

Если точки Сх и Сз лежат 
по одну сторону прямой АхВх, 
тс они совпадают. Действитель
но, так как углы ВхАуСх п 
ЬхАгСз равны, то лучи АхСг и 
А гСъ совпадают, а так как от
резки А гСг и А гСз равны, то 

Рис. 155 совпадают точки Сг и С 3.
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Таким образом, треугольник АВС  движсни гм переведен 
в треугольник А 1ЦЛС1.

Если точки Сг и С3 лежат по разные стороны прямой 
АуВ^, то надо еще применить симметрию относительно пря
мой А 1В1.

Преобразование фигуры Р  в фигуру Г ' называется прео
бразованием подобия, если при этом преобразовании рас
стояния между точками изменяются (увеличиваются или 
уменьшаются) в одно и то же число раз (рис. 156). Это зна
чит, что если произвольные точки X , У  фигуры Р  при пре
образовании подобия переходят в точки X ' , У  фигуры Р ', 
то Х 'У ' =  к ■ Х У , причем число к одно и то же для гсех 
точек X , У . Число к называется коэффициентом подобия.

Т е о р е м а  9.4. Гомотетия есть преобразование подобия.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть О — центр гомотетии и 

к — коэффициент гомотетии (рис. 157). Введем декартовы 
координаты х, у , приняв точку О за начало координат. Рас
смотрим преобразование, при котором произвольная точка 
(х, у) переходит в точку (кх, ку). Мы утверждаем, что это и 
есть наша гомотетия.

Пусть А  (*!, у у) — произвольная точка фигуры. Она пе
реходит в точку А ' (кх1г кух). Прямая ОА проходит через на
чало координат, а значит, имеет уравнение вида ах +  Ьу =  0. 
Ему удовлетворяют координаты точки А ',  так кяк акхг +  
+  Ъку1 : к (ахх +  Ъух) - Э. Значит, точка А ' лежит на 
прямой ОА. А так как хг и кх1з ух и куг одного знака, то 
А ' лежит на луче О А .

ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОДОБИЯ

V

Рис. 156 Рис. 157
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Имеем:
О А  =  У  х\ +  у \ , ОА' =  У (кх^У  +  (куху = к \ ' х\ +  у?~. 

Отсюда О А’ =  кОА. Следовательно, преобразование дей
ствительно является гомотетией относит ельно центра О с 
коэффициентом гомотетии к.

Возьмем теперь две произвольные точки А  (хи  у х) и 
В (дсг, у*). Они переходят в точки А ’ (кхг, куу), В ' (кх2, к у2)- 
Имеем:

А В 2 =  (лг2 — х х)2 +  {у 2 — У1 )2»
А 'В '2 =  (кхг — кхх)2 +  (ку2 — к у $  =

( ==А2 [(* *  -  * , ) а +  ( у 2 -  УО”-] =  й 2А В 2.
Отсюда А.'В' =  кА В . А ото и значит, что рассматриваемое 
преобразование есть преобразование подобия. Теорема до
казана.

Так же, как и для движения, доказывается, что при пре
образовании подобия три точки А , В , С, лежащие на одной 
прямой, переходят в три точки Л ,, Вг, Сх, также лежащие 
на одной прямой. Причем, если точка В  лежит между точ
ками А и С, то Вг лежит между точками А г и Сг. Отсюда сле
дует, что преобразование подобия переводит прямые в 
прямые, полупрямые — в полупрямые, отрезки — в отрезки.

Докажем, чтс преобразование подобия сохраняет углы  
между полупрямыми. Действительно, пусть угол АВС  пре
образованием подобия с коэффициентом к переводится в 
угол А 1В 1С1 (рис. 158). Подвергнем угол АВ С  преобразо
ванию гомотетии относительно его вершины Ь  с коэффици
ентом гомотетии к. При этом точки А и С перейдут в точки 
А 2 и С2. Треугольники А 2ВС2 и А 1В1С1 равны по третьему 
признаку. Из равенства треугольников следует равенство 
углов А 2ВС2 и  А1В1С1. Значит, углы АВС  и А 1В 1С1 равны. 
Что и требовалось доказать.
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З а д а ч а  (36). Даны угол (аЪ) и внутри него течка А . 
Построите окружность, касающуюся сторон угла и прохо
дящую через точку А .

Р е ш е н и е. Строим какую-нибудь окружность, каса
ющуюся сторон угла (рис. 159). Проводим прямую через 
вершину угла и точку А .  Пусть В  — точка пересечения 
этой п рямой с построенной окружностью. Гомотетия отно
сительно вершины угла, переводящая точку В  в точку А ,  
переводит построенную окружность в искомую.

ПОДОБИЕ ОИГУР
Две фигуры Р  и Р' называются подобными, если они гере- 

водятся друг в друга преобразованием подобия. Д ля обозна- 
ч ения подобия фигур используется специальный значок: 
со. Запись Р  с/о Р ' читается так: «Фигура Р подобна фигуре 
Р'*. В записи подобия треугольников: Л  А В С  со А А 1В 1С1 — 
предполагается, что вершины, совмещаемые преобразованием 
подобия, стоят на соответствующих местах, т. е. А  переходит 
в А х, В  в В 1 и С в Сг.

Из свойств преобразования подобия следует, что у подоб
ных фигур соответствующие углы  равны, а соответствующие 
отрезки пропорциональны. В частности, у подобных треуголь
ников АВС  и А\В\С\

Д Л  =  Д Л Х, Д В  = А В „  Д  С =  Д  Сх;
АВ  _  ВС =  АС 

А,В, В1с 1 А 1 С1  

Признаки подобия треугольников дает следующая теорема:
Т е о р е м а  9. 5. Два треугольника подобны:
1 ) если два угла одного соответственно равны дв\,м углам  

другого;
2) если две стороны одного пропорциональны двум сторо

нам'другого и углы , образованные этими сторонами, равны;
3) если стороны одного треугольника пропорциональны  

сторонам другого.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А В С  и А 1В 1С1 — дьа 

треугольника, для которых выполняется одно из условий:
^ .  АВ АС

1) Д А  =  Д А ,  Д Д  =  Д Я . ;  2 ) Д Л = Д Л 1, —  =  — ;
АВ =  АС =  ВС 1 1

А,В, А1С1 ВС,
119



Рис. 160

Докажем, что треугольники подобны. Пусть к =  - •
11

Подвергнем треугольник А 1В 1С1 какому-нибудь преобразо
ванию подобия с коэффициентом подобия к, например пре
образованию гомотетии (рис. 160). При этом получим не
который треугольник А 2В.,С2, ратный треугольнику АВС. 
Действительно, в первом случае имеем:

/ _ А  =  А  А х =  ^  А 2, Л  В  =  А В Х =  А_В2,
А 2В 2 =  к А гВ х =  АВ .

Треугольники АВС  и А 2В 2С2 равны по второму признаку 
равенства треугольников.

Ро втором случае
А  А  =  ^  А 2, А 2В 2 =  А В , А 2С2 =  АС. 

Треугольники рав::ы по первому признаку равенства тре
угольников.

В третьем случае
А 2В.г =  А В , В гС2 =  ВС, А 2С2 =  АС. 

Треугольники равны по третьему признаку равенства тре
угольников. Так как треугольник А 2В 2С2 равен треугольни
ку АВС, то он переводится в него движением. Значит, тре
угольник А 1В 1С1 переводится в треугольник А В С  последо
вательным выполнением преобразования подобия и движе
ния, а это есть преобразование подобия. Признаки подобия 
треугольников доказаны.

З а д а ч а  (37). Хорды А В  и СП окружности пересе
каются в течке 8 . Докажите, что А 8  ■ В 8  =  С8 ■ 1)8.

Р е ш е н и е .  Проведем прямую ВЛ  (рис. 161). Точки 
А и С лежат в одной полуплоскости относительно прямой 
ВЛ, именно в полуплоскости, где лежит точка <8.
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З н а ч и т ,  вписанные углы Р С В  и 
ЮАВ равны. Таким же способом до
казываем равенство вписанных углов 
АВС  и А Б С . Из равенства указан
ных углов следует, что треугольники 
А 8 В  и С8В  подобны (теорема 9.5) Из 
подобия треугольников следует про
порция

Р 8  А З  
В 8  ~  С В ’

Отсюда -А8 ■ В 8  = С8 ■ Ю8.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Объясните, какие точки называются симметричными 
относительно данной точки.

2. Какое преобразование называется симметрией относи
тельно данной точки?

3. К акая фигура называется центрально-симметричной?
4. Что такое центр симметрии фигуры? Приведите при

мер центрально-симметричной фигуры.
5. Какие точки называются симметричными относительно 

данной прямой?
6. Какое преобразование называется симметрией отно

сительно данной прямой?
7. К акая фигура называется симметричной относительно 

данной прямой?
8. Что такое ось симметрии фигуры? Приведите пример.
9. Какое преобразование называется гомотетией? Что та

кое центр гомотетии, коэффициент гомотетии?
10. Какое преобразование фигуры называется движением?
11. Докажите, что симметрия относительно точки есть 

движение.
12. Докажите, что симметрия относительно прямой есть дви

жение.
13. Объясните, что такое поворот.
14. Докажите, что при движении точки, лежащие на пря

мой, переходят в точки, лежащие на прямой, и сохра
няется порядок их взаимного расположения.

15. Во что переходят прямые, полупрямые, отрезки при 
движении?

. 16. Докажите, что при движении сохраняются углы.
17. Какие фигуры называются равными?
18. Докажите, что отрезки равной длины и углы с равной 

градусной мерой совмещаются движением.
19. Что такое преобразование подобия?
20. Докажите, что гомотетия есть преобразование подобия.
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21. Докажите, что преобразование подобия сохраняет углы.
22. Какие фигуры называются подобными?
2-3. Сформулируйте и докажите признаки подобия треуголь

ников.
УПРАЖНЕНИЯ

1. Постройте точки, симметричные точкам А  (1, 1), В  (2, 3), 
С (—3, 1), Э  (—2, 2), Е  (—3, —4), Р  (2, —1 ) относи
тельно начала координат.

2. Постройте точки, симметричные двум вершинам тре
угольника, относительно третьей его вершины.

3. Докажите, что центр окружности является ее центром 
симметрии.

4. 1) Постройте точки, симметричные точкам А  (1, 1),
В  (—2, 3), С (О, —1) относительно оси х.
2) Постройтэ точки, симметричные точкам Л  (2, О),
Е  (—4, 1), Р  (—2, —2) относительно оси у.

5. Дан треугольник АВ С . Постройте точку С ' , симметрич
ную С относительно прямой А З ,  пользуясь циркулем.

6 . Докажите, что прямая, проходящая через центр окруж
ности, является ее осью симметрии.

7. Постройте точки, в которые при гомотетии с центром ь 
начале координат переходят точки А  (1, 2), В  (2, 2), 
С (—1, 1), Ю (3, —1), если коэффициент гомотетии ра
вен: 1 ) 2 , 2) 3.

8 . При гомотетии точка X  переходит в точку X ' , а точка 
У  — в течку У '. Найдите центр гомотетии, если точки 
X , X ' , У , У ' не лежат на одной примой.

9. При гомотетии точка X  переходит в X ' . Постройте центр 
гомотетии, если к равен: 1) 2; 2) 3; 3) 4.

10. При симметрии относительно некоторой точки точка X  
переходит в точку X ' . Постройте точку, в которую при 
этой симметрии переходит точка У.

11. При симметрии относительно некоторой прямой точ
ка X  переходит в точку X ' . Постройте точку, в которую 
при этой симметрии переходит точка У .

12. Расстояние между любыми двумя точками одной фи
гуры меньше 10  см, а расстояние между некоторыми 
двумя точками другой фигуры больше 10 см. Могут 
ли эти две фигуры быть сю», метричными относительно:
1 ) точки; 2) прямой?

13. Постройте фигуру, в которую переходит треугольник 
АВС  при повороте его около вегшины С на угол 60°:
1 ) по часовой стрелке; 2) против че совой стрелки.

14. Постройте равносторонний треугольник, у которого 
одна вершина задана, а две другие верп ины лежат на 
дзух данных прямых.

15. Может ли у треугольника быть цэнтр симметрии?
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16. Докажите, что четырехугольник, у которого есть центр 
симметрии, является параллелограммом.

17. Докажите, что прямая, содержащая медиану равно
бедренного треугольника, проведенную к основанию, 
является осью симметрии треугольника.

18. 1) Докажите, что если у треугольника есть ось сим
метрии, то она проходит через одну из его верили.
2) Докажите, что если у треугольник а есть ось симмет
рии, то он равнобедренный.
3) Докажите, что если у треугольника есть две оси сим
метрии, то он равносторонний.

19. Докажите, что прямая, содержащая биссектрису угла, 
является его осью симметрии.

20. Даны отрезок А В  и точка О, не лежащая на прямой А З .  
Что представляет собой фигура, симметричная отрезку 
А В  относительно точки О? Постройте ее.

21. Даны прямая а и точка О, не лежащая на этой пря
мой. Что представляет собой фигура, симметричная 
прямой а относительно точки О? Постройте ее.

22. Сколько центров симметрии у фигуры, состоящей из 
двух параллельных прямьп.? Где они расположены?

23. Сколько осей симметрии у равностороннего треуголь
ника?

24. Докажите, чго у параллелограмма точка пересечения 
диагоналей является центром симметрии.

25. Сколько осей симметрии имеет отрезок?
26. Сколько осей симметрии имеет прямая?
27. Докажите, что прямые, проходящие через точку пересе

чения диагоналей квадрата параллельно его сторонам, 
являются осями симметрии.

28. Докажите, что диагонали ромба являются его осями 
симметрии.

2Э. Даны Пересекэгсщиеся прямые и точка, не лежащая ьа 
этих прямых. Постройте отрезок с концами на данных 
прямых и серединой в данной точке.

30. Даны три попарно пересекающиеся прямые: а , Ь, с. 
Постройте отрезок, перпендикулярный к прямой Ь, 
с серединой на прямой Ъ и концами на прямых а  и с.

31. У параллелограммов А В С В  и А В  =  т41Б 1,
АО =  А  .О, и А  А  =  А  Л 1. Докажите, что параллело
граммы оавны, т. е. совмещаются движением.

32. Докажите, что два ромба равны.., если у них равны диаго
нали.

83. Докажите, что две окружности одинакового радиуса 
равны, т. е. совмещаются движением.

31. Д окаж ш г, что фигура, подобная окружности, есть ок
ружность.

35. Найдите геометрическое место точек, которые делят в
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отношении т : п все хорды, имеющие общим концом дан
ную точку окружности.

38. Даны угол и внутри него точка А . Постройте окруж
ность, касающуюся сторон угла и проходящую через 
точку А .

37. Хорды окружности А В  и СП пересекаются в точке 8 . 
Докажите, что А З • В З  =  СЗ  ■ П 5 .

38. Впишите в данный треугольник квадрат, у которого 
две вершины лежат на данной стороне.

39. Стороны треугольника относятся как 4 : 5 : 6 .  Найди
те стороны подобного треугольника, если меньшая из 
них равна 0,8 м.

40. Стороны треугольника относятся как 2 : 5 : 4 .  Н ай
дите стороны подобного треугольника, если его пери
метр равен 55 м.

41. Докажите подобие равнобедренных треугольников с 
равными углами при вершинах, противолежащих ос
нованиям.

42. У двух равнобедренных треугольников углы между 
боковыми сторонами равны. Боковая сторона и основа
ние одного треугольника равны 17 см и 10 см; основание 
другого равно 8 см. Найдите его боковую сторону.

43. У треугольников А В С  и А1В1С1: / - А  — А .А г, В  =  
=  / -  Вх, А В  — 5 м, ВС  =  7 м, А 1В1 =  10 м, А 1С1 — 
=  8 м. Найдите остальные стороны треугольников.

44. Решите задачу 43 при услов7ш, что А В  =  16 см, ВС =  
=  20 см, А ЬВ 1 =  12 см, АС  — А ^ г =  6 см.

45. Докажите, что зысота прямоугольного треугольника, 
опущенная из вершины прямого угла, разбивает его 
на два треугольника, подобных исходному.

46. Основание высоты прямоугольного треугольника, опу
щенной на гипотенузу, делит ее на отрезки 9 см и 16 см. 
Найдите стороны треугольника.

47. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 25 см, 
а один из катетов равен 10 см. Найдите проекцию дру
гого катета на гипотенузу.

48. У подобных треугольников А В С  и А 1В 1С1 проведены
В1Т АВвысоты ВП и В ,П .. Докажите, что -----  =   .

В'° '  А'в '49. В треугольник с основанием а и высотой Н вписан 
квадрат так, что две его вершины лежат на основании 
треугольника, а другие две — на боковых сторонах. 
Вычислите сторону квадрата.

50. Углы В и В ,  треугольников АВС  и А 1В1С1 равны. Сто
роны треугольника А В С , прилежащие к углу В, в 
2,5 раза больше сторон треугольника А, В^С1г приле
жащих к углу В 1. Найдите АС  и Л 1СГ1, если их сумма 
равна 4,2 м.
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61. В треугольнике АВС  сторона А В  =  15 м, а сторона 
АС  =  20 м. К а стороне А В  отложен отрезок А В  =  8 м, 
а на стороне АС  — отр< зок А Е  =  6 м. Подобны ли 
треугольники: 1) АВС  и А Б Е ;  2) АВ С  и ЛЕВ?

52. Решите предыдущую задачу при АЕ) =  Э м и А Е  — 12 м.
53. Подобны ли два прямоугольных треугольника, если у 

одного из них есть угол 40°, а у другого — угол, равный: 
1) 50°; 2) 60"?

54. Прямая, параллельная стороне А В  треугольника АВС, 
пересекает сторону АС  в точке Р , а сторону ВС — в 
Я. Докажите, что треугольники АВС  и Р ^С  подобны.

55. Прямая, параллельная стороне А В  треугольника АВС, 
делит его сторону АС  в отношении т : п, считая от 
вершины С. В каком отношении она делит сторону ВС?

58. В треугольнике АВС  проведен отрезок Б Е ,  параллель
ный стороне АС  (конец Б  отрезка лежит на стороне 
А В , а Е  — на стороне ВС). Найдит г А В , если А В  =■ 
=  16 см, АС  =  20 см и Ъ е  =  15 см.

57. В задаче 56 найдите отношение А В  : ВТ), если извест
но, что АС  : Б Е  =  — : —.
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58. Найдите длину отрезка Б Е  в задаче 56, если:

1) АС  =  20 см, А В  =  17 см и В Б  =  11,9 см;
2) АС  =  18 дм, А В  =  15 дм и А Б  =  10 дм.

59. Даны отрезки а, Ъ, с. Постройте отрезок х  =  —.ъ
60. Подобны ли два равносторонних треугольника?
61. Подобны ли треугольники АВС  и А |В1С,, если:

1) А В  =  1 м , АС — 1,5 м, ВС  =  2 м; А 1В1 =  10 см, 
АуСу =  15 см, В 1С1 =  20 см;

2) А В  — 1 м, АС  =  2 м, БС  = 1,5 м; А 1В 1 =  8 дм, 
АуСу =  16 дм, ВуСу =  12 дм;

3) А В  =  1 м, АС  =  2 м, ВС  =  1,25 м; АуВу =  10 см, 
АуСу =  20 см, В Су =  13 см?

62. Стороны треугольника равны 0,8 м, 1,6 м и 2 м. Най
дите стороны подобного ему треугольника, периметр 
которого равен 5,5 м.

1163. Периметр одного треугольник^ составляет —  пери-
1 3

метра подобного ему треугольника. Разность двух соот
ветствующих сторон равна 1 м. Найдите эти стороны.

64. Длина тени фабричной трубы равна 35,8 м; в это же вре
мя вертикально воткнутый в землю кол высотой 1,9 м 
дает тень длиной 1,62 м. Найдите высоту трубы.

65. Постройте треугольник с заданным периметром, по
добный данному.
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66. В треугольник АВС  вписан ромб А Б Е Е  так, что угол 
А  у них общий, а вершина Е  находится на стороне 
ВС. Найдите сторону ромба, если А В  — с и АС  — Ь.

67. Найдите отношение отрезков диагонали трапеции, на 
которые она разбивается другой диагональю, если ос
нования трапеции относятся как тп : п.

68. П рямая, проходящая через точку пересечения диаго
налей трапеции, делит одно основание б отношени I 
тп : п. В каком отношении она делит другое основание?

69. В трапецги А В С В  с диагональю АС  углы А В С  и А С В  
равны. Найдите диагональ АС , если основания ВС и 
А О  соответственно равны 12 м и 27 м.

70. Линия, параллельная основаниям трапеции, делит од
ну боковую сторону в отношении тп : п. В каком отно
шении делит она вторую боковую сторону?

71. Продолжения боковых сторон А В  и СВ  трапеции АВ С В  
пересекаю пся в точке Е . Найдите стороны треугольни
ка АЕХ), если А В  =  5 см, ВС — 10 см, СП =  6 см, 
А В  =  15 см.

72. Найдите высоту треугольника А Е В  из задачи 71, если 
ВС — 7 см, А В  =  21 см и высота трапеции равна 3 см.

73. У равнобедренного треугольника А В С  с основанием 
АС  и противолежащим углом 36° проведена биссектри
са А В .  1) Докажите подобие треугольников А В С  и 
С А В . 2) Найдите основание треугольника А В С , если 
его боковая сторона равна а.

74. Диагонали четырехугольника АВСЮ пересекаются в 
точке М . Докажите, что около четырехугольника мож
но описать окружность, если А М  • С М  =  В Ы  • В  М .

75. Из точки А ,  лежащей вне окружности, проведены две 
секущие, которые пересекают окружность в точках В х 
и С., В г и С2 (Вх лежит между А  и Сх, а В 2 — между А  
и С.,). 1) Докажите подобие треугольников А Е 1С2 и 
А.В2С1. 2) Докажите, что АВ^ • А С г =  Л В 2 ■ А С 2.

76. Из точки М  проведены секущая, пересекающая окруж
ность в точках А  и В , и касательная с точкой касания 
С. Докажите, что квадрат отрезка касательной равен 
произведению отрезков секущей, т. е. М С2 =  М Л  ■ М В.

77. К ак  далеко видно из самолета, летящего на высоте 4 км 
над Землей, если радиус Земли 6370 км?

78. Вычислите радиус горизонта, видимого с вершины те
лебашни в Останкино, высота, которой 533 м.
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§ 1Г. ВЕКТОРЫ НА ПЛОСКОСТИ

ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС

Введем на плс скости декартовы координаты х, у. Пре
образование фигуры Р, при котором произвольная ее точка 
(ж, у) переходит в точку (х +  а. У +  Ь), а и Ь постоянные,
называется параллельным переносом (рис. 162). Параллельный
перенос задается формулами

х '=  X +  а, у ’ =  у +  Ь. (*)
Эти формулы выражают координаты х \  у ' точки, в которую 
переходит точка (х, у) при параллельном переносе.

Параллельный перенос есть движение. Действительно, 
две произвольные точки А  (хх, ух) и В  (ха, у 2) переходят в 
точки А '  (я, +  а, Уг +  Ь), В ' (ха +  с, у а +  Ь). Поэтому

ЛВ2 =  (ха -  хх)2 +  (у2 -  У,)2,
А 'В ' =  (ха -  х,)2 +  (уа -  ух)2.

Отсюда А В  =  Л 'В '.  Таким образом, 
преобразование сохраняет расстояния, 
а значит, является движением.

Название «параллельный перенос» 
оправдывается тем, что при параллель
ном переносе точки смещаются по па
раллельным (или  совпадающим) пря
мым на одно и то же расстояние. Дейс
твительно, пусть ТОЧКИ А  (Хх, у. ) и 
В(ха,у 2) переходы в точки Л '(*х+ а ,у х+Ь) 
и В ' (ха +  а, у2 +  Ь) (рис. 163). Сере
дина отрезка А В ' смеет координаты 

„ _ х 1+ х2 + а ___+  №> +  *>л — • 9 и — •
2 2

Те же координаты имеет и середина

Р‘

пт



Рис. 164

X'

отрезка А 'В .  Отсюда следует, что диаго
нали четырехугольника А А 'В 'В  пересе
каются и точкой пересечения делятся по
полам. Значит, этот четырехугольник — 
параллелограмм. А у параллелограмма 
противолежащие стороны А А ' и В В  па
раллельны и равны.

Заметим, что у параллелограмма 
А А 'В 'В  параллельны и две другие про
тиволежащие стороны А В  и А 'В  . Отсю
да следует, что при параллельном переносе 
прямая переходит в параллельную пря
мую (или  в себя).

З а м е ч а н и е .  В предыдущем до
казательстве предполагалось, что точка В  
не лежит на прямой А А '. В случае, ког
да точка В  лежит на прямой А А ’, точка 

В  тоже лежит на этой прямой, так как середина отрезка А В ' 
совпадает с серединой отрезка В А ’ (рис. 164). Значит, ьсе 
точки А , В , А ', В ' лежат на одной прямой. Далее,

АА! =  У (*! +  а — жх)2 +  (у1 +  6 — у±У =  Уаг +  Ь
ВВ’ =  У (х 2 +  а — х,)2 +  (у2 +  ь — у2)2 =  У  а2 +  Ь2 .

Таким образом, в этом случае точки А  к В  смещаются по 
прямой А В  на одно и то же расстояние У  а2 +  Ь2, а прямая 
А В  переходит в себя.

Т е о р е м а  10.1. Каковы бы ни были две точки А  и А ’, 
существует и притом единственный параллельный перенос, 
три котором точка А  переходит в точку А ’.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с доказательства един
ственности. Пусть X  — произвольная точка фигуры и X ' — 
точка, в которую она переходит при параллельном перено
се (рис. 165). К ак  мы знаем, отрезки Х А ' и А Х ' име: от общую 
середину О. Задание точки X  однозначно определяет точку 
О — середину отрезка А 'Х .  А точки А  и О однозначно опре
деляют точку X ' , так как О являе сл серединой отрезка А Х ' . 
Однозначность в определении точки X ' и означает единствен
ность параллельного переноса.

Докажем существование параллельного переноса, пере
водящего точку А  в А ' . Введем декартовы координаты на
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плоскости. Пусть ог, а2 — координаты точки А  и щ, а2 — 
координаты точки А '.  Параллельный перэнос, заданный 
формулами

х  =  х  +  а[ — аи  у ' =  у  +  а2 —  
переводит точку А  в А '.  Действительно, при х = ах и у  =  а 2 
получаем: х' =  в |, у ' =  а2. Теорема доказана полностью.

З а д а ч а  (3). При параллельном переносе точка (1, 1) 
переходит в точку (—1, О). В какую точку переходит нача
ло координат?

Р е ш е н и е .  Любой параллельный перенос задается 
формулами х =  х  +  о, у ’ =  у  +  6. Так как точка (1, 1) 
переходит в точку (—1 , О), то —1  =  1  +  о, 0 =  1 + 6. 
Отсюда а =  —2, 6 =  —1. Таким образом, наш параллель
ный перенос, переводящий точку (1 , 1 ) в (—1 , О), задается 
формулами х ’ =  х  — 2, у ' =  у  — 1. Подставляя в эти фор
мулы координаты начала (х =  О, у  =  0), получим: х ' =  —2 ,

I у' ——1. Итак, начало координат переходит в точку (—2, —1).
Т е о р е м а  10,2. Преобразование, обратное параллельному 

переносу, есть параллельный перенос. Два параллельных пе
реноса, выполненные один за другим, дают снова параллель
ный перенос.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Любой параллэл'ны й перенос 
задается формулами вида

х ' =  х  +  о, у ' =  у  +  Ь.
Обратное преобразование задается формулами того же вида: 

х =  х ' — о, у  =  у' — Ь,
а следовательно, является параллельным переносом. Первое 
утверждение доказано.

Пусть теперь имеем два параллельных переноса, заданные 
формулами

х ' =  х  +  о, у' =  у  +  6; 
х" =  х' +  с, у" =  у' +  й.

Преобразование, которое получается в результате после
довательного выполнения этих параллельных переносов, 
задается формулами

х" =  х  +  а +  с, у" =  у +  Ь +  й.
Это преобразование есть параллельный перенос. Теорема
доказана полностью.
5 А . В„ Погорелов 129



ПОНЯТ» Е ВЕКТОРА

Некоторые физические величины (сила, скорость, уско
рение и др.) характеризуются не только величиной, но и 
направлением. Например, для того чтобы охарактеризовать 
движение тела в данный момент, недостаточно сказать, * то 
оно движется со скоростью 60 км'ч, дедэ еще указать на
правление его движения, т. е. направление скорости. В свя
зи с этим указанные физические величины удобно изображать 
направленными отрезками. Такой способ изображзния фи
зических величин отличается не только наглядностью, но 
имеет также и другие основания. Приведем пример. Ооыт 
показывает, что если к телу А  приложены две силы а и Ь 
(рис. 166), то их действие равносильно действию одной си
лы с, которая изображается диагональю параллелограмма, 
построенного на отрезках а и Ъ. Мождо было бы привести 
и другие примеры, где операции над физическими величи
нами при изображении их направленными отрезками сво
дятся к простым геометрическим построениям, как в дан
ном примере.

Направленный отрезок называется сектором (рис. 167). 
Д ля обозначения векторов будем пользоваться строчными 
латинскими буквами а, Ъ, с, ... . Иногда вектор обозначают 
указанием концов отрезка, изображающего вектор. Напри
мер, вектор о на рисунке 167 можно обозначить А В . При 
таком способе обозначения вектора а точка А  называется 
началом, а точка В  — концом вектора а. При обозначении 
вектора посредством указания концов изображающего его 
отрезка на первом месте всегда ставится начало вектора. 
Иногда вместо слова «вектор» над буквенным обозначением 
вектора ставится стрелка или черта, например, запись а 
читается: «вектор а*.

В
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АБСОЛЮТНАЯ РЕЛИЧИНА И НАПРАВЛЕНИЕ ПЕКТОРА

Две полупрямые называются одинаково исправленными, 
если они совмещаются параллельным переносом. То есть 
существует параллельный перенос, который переводит одну 
полупрямую в другую.

Если полупрямые а нЬ  одинаково направлены и полупря
мые Ь и с одинаково направлены, то полупрямые а и с тоже 
одинаково направлены.

Действительно, так как о и 6 одинаково направлены, то су
ществует параллельный перенос, который переводит полу
прямую а в Ъ. Так как б и с  одинаково направлены, то су
ществует параллельный перенос, который перезодит полу
прямую Ъ в с. Эти два параллельных переноса, выполненные 
последовательно, дают параллельный перенос, который пе
реводит полупрямую а в с. Следовательно, полупр* мые с 
и с одинаково направлены.

Две полупрямые называются противоположно направ
ленными, если каждая из них одинаково направлена с полу
прямой, дополнительной к другой.

З а д а ч а  (5). А В  и СЛ  — параллельные прямые. Точки 
А  и X) лежат по одну сторону секущей ВС. Докажите, что 
лучи В А  и СЛ одинаково направлены.

Р е ш е н и е .  Подвергнем луч СЛ параллельному пе
реносу, при котором точка С переходит в точку В  (рис. 168). 
При этом прямая СЛ совместится с прямой З А . Точка Л , 
смещаясь по прямой, параллельной СВ, остается в той же 
полуплоскости относительно прямой ВС. Поэтому луч СЛ 
совместится с лучом В А , а значит, эти лучи одинаково на
правлены.

Векторы А В  и СЛ называются одинаково направ генными, 
если полупрямые л В  и СЛ одиняксво направлены. Абсолют
ной величиной (или модулем) вектора называется длина от
резка, изображающего вектор. Абсолютная 
велжгчнна вектора а обозначается |а | .

Два гектора называются равными, если 
они совмещаются параллелыгтм переносом.
Это означает, что существует парэлле.гь- 
ный перенос, который переводит начало и Рис. 168
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конец одного вектора соответственно в на
чало и конец другого вектора. Отсюда сле
дует, что равные векторы одинаково направ
лены и равны по абсолютной величине. Об
ратно, если векторы одинаково направле
ны и равны по абсолютной величине, то 
они равны. Действительно, пусть А В  и 

/ СП — одинаково направленные векторы,
/  равные по абсолютной величине (рис. 69).

/  Параллельный перенос, переводящий точ-
с ку С в точку А ,  совмещает полупрямую СВ

Р ис . 170 с полупрямой А В , так как они одинаково
направлены. А так ка:с отрезки А В  и СВ  

равны, то при этом точка В  совмещается с точкой В, т. е. 
параллельный перенос переводит вектор СВ  в вектор А Е . 
Значит, векторы А В  и СВ  равны.

З а д а ч а  (9). А В С В  — параллелограмм. Докажите ра
венство векторов А В  и В С .

Р е ш е н и е .  Подвергнем вектор А В  параллельному 
переносу, при котором точка А  переходит в точку В  (рис. 
170). При этом переносе точка А  смещается по прямой А В ,  
а значит, точка В  смещается по параллельной прямой ВС. 
Прямая А В  переходит в параллельную прямую, а значит, 
в прямую В С . Следовательно, точка В  переходит в С. Та
ким образом, наш параллельный перенос переводит вектор 
А В  в вектор В С , а  значит, эти векторы равны.

Начало вектора может совпадать с его концом. Такой 
вектор будем называть нулевым вектором. Нулевой вектор 
обозначается нулем с черточкой (0). О направлении нуле
вого вектора не говорят. Абсолютная величина нулевого век
тора считается равной нулю. Все нулевые векторы равны 
по определению.

Из свойств параллельного переноса (из теоремы 10.1) 
следует, что от любой точки можно отложить вектор, 
равный Эанкому вектору, и только один. Для доказательст
ва достаточно выполнить параллельный перенос дан
ного вектора, при котором его начало перейдет в задан
ную точку.
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КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА

Пусть вектор а имеет началом точку А х (х2, у ^ ,  а концом— 
точку А 2 ( х 2, у 2). Координатами вектора а будем называть 
числа аг =  х2 — х1г а2 =  у 2 — Ух- Координаты вектора бу
дем ставить рядом с буквенным обозначением вектора, в 
данном случае а (ох, о2), или просто (а*, а 2). Координаты ну
левого вектора равны нулю.

Из формулы, выражающей расстояние между двумя точ
ками через их координаты, следует, что абсолютная вели
чина вектора с координатами щ , а2 равна а\ +  а\.

Т е о р е м а  10.3. Равные векторы имеют равные соответст
вующие координаты. И обратно, если у  векторов соответствую
щие координаты равны, то векторы равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пуеть А! (яр ук) и А 2 (хг, у 2)— 
начало и конец вектора а. Так как равный ему вектор а' 
получается из вектора с  параллельным переносом, то его 
началом и концом будут соответственно: А\ (хх +  с, уг +  й), 
А 2 ( х 2 +  с, у 2 +  й). Отсюда видно, что оба вектора 
с  и о ' имеют одни и те же координаты: х 2 — хг, у 2 — уг. 

Докажем теперь обратное утверждение. Пусть соответ
ствующие координаты векторов А гА 2 и А \А 2 равны. Дока-г г
жем, что векторы равны. Пусть *1 и у\ — координаты точки 
А и  а х2, у2 — координаты точки Л 2, По услоеию теоремы 
х 2 — Хх - х2 — х\, у 2 — Ух =  у2 — у\. Отсюда х2 = х 2 +  
-)- XI — Хх, у2 =  У2 +  У\ — Ух. Параллельный перенос, за
данный формулами

х ' =  х  +  х[ — х1г у ' =  у  +  у[ — Ух, 
переводит точку Ах в точку А[, а точку А 2 в точку А 2, т. е. 
векторы А хА 2 и А[А 2 равны. Теорема доказана.

З а д а ч а  (13). Даны три точки: А  (1, 1), В  (—1, 0), 
С (0, 1). Найдите такую точку Л  (х, у), чтобы векторы А В
и СЛ были равны.

Р е ш е н и е .  Координатами вектора А В  будут —2, —1.
Координатами вектора СЛ будут х  — 0 , у  — 1. Так как А В  =  
=  СЛ, то х  — 0 =  —2, у — 1 =  —1. Отсюда находим коор
динаты точки Л : х — —2, у  =  0.
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СЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ

Суммой векторов а и & с коордикг гами а1, а2 и Ъ2 на
зывается вектор с с координатами аг +  Ъх, а2 +  Ь2, т. е.

о”(о1г а =) +  6 (&1 , Ь.) =  с (а,, +  Ь1г а 2 +  62).
Д ля  любых векторов а  (ах, с 2) , Ь ( \ ,  Ь2), с (сх, с&)

и  Ь =  Ь -|- л ,
л  "{■ (6 "{■ с) =  (а. Ьу с.

Д ля доказательства достаточно сравнить соответствующие 
координаты векторов, стоящих в правой и левой частях ра
венств. Мы видим, что они равны. А по теореме 10.3 векторы 
с соответственно равными координатами равны.

Т е о р е м а  10.4. Каковы бы ни были точки А , В, С, имеет 
место вентерное равенство

А В  ВС = ЛС.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  (я*, у4), В  (х2, у 2), 

С (х 3, уз) — данные точки. Координатами вектора А В  оу- 
Д У т  у 2 — Уи координатами вектора ВС  будут “3 — х 2,
Уз — У2- Следовательно, координатами вектора А В  +  ВС 
будут ха — хх, уз — ух. А это есть координаты вектора АС. 
По теореме 10.3 векторы А В  +  ЬС  и АС  равны. Теорема 
доказана.

Теорема 10.4 дает следующий способ построения оуыиы 
произвольных векторов а и Ь. Надо от кон да вектора а от

ложить вектор Ь' , равный вектору Ъ. Тог
да вектор, начало которого совпадает с на
чалом вектора о, а конец — с концом вектора 
Ъ', будет суммой векторов а и Ъ (рис. 171).

З а д а ч а  (16). А В С Б  — параллелограмм. 
Докажите векторное равенство А В  +  А В =  
= А С  (*правило параллелограмма* слеже
ния вектсрор).

Р е ш е н и е .  Имеем: А В  +  ВС  =  АС  
(рис. 172). Но векторы ВС  и А В  равны (см. 
задачу 9). Поэтому А Е  4- А В  —АС.

Разностью векторов а (е^, а2) я  Ь (6ц Ь2)
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называется такой чектор с (сх, с2), который 
в суммл с вектором Ъ дает вектор с: Ъ +
_|_ с =  о, Отсюда находим координ мы  век
тора с =  с  — 6 : с! =  с х — с2 =  оа—Ьа.

З а д а ч е  (19). Даны векторы с общим 
началом: АлЗ и АС (рис. 173). Докажите, 
что АС  — А В  =  ВС.

Р е ш е н и е .  Имеем: А В  +  ВС =  АС. А зго значит, 
что А С  — А З  =  ЕС

УМНОЖЕНИЕ ВЕКТОРА НА ЧИСЛО

Произведением вектора (ах, а 2) на число Я называется 
вектор (Яах, Яа2), т. е.

Й2) ^ — (Ла^| Яп2).

По определению (а1г а 2) Я =  Я (ах, с 2).
Из определения операции умножения вектора на число 

следует, что для любого векторе а и чисел Я, ц
(Я +  р) а  =  Яа +  ра.

Д ля  любых двух векторов а и Ь и числа  Я 
Я(а +  д) =  1а +  ЯЬ.

Т е о р е м а  10.5. Абсолютная величина вектора Я а равна 
|Я | |в | .  Направление вектора Я а  при а фО совпадает с на

правлением вектора а, если  Я>0. I* пр пиво  по ложно направле
нию вектора а, если Я <  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Построим векторы ОА  и С З, 
равные а и ?.а соответственно (О — начало координат). Пусть 
ох и с а — координаты вектора с. Тогда координатами точки 
А  будут числа сх и с 2, а координатами точки 3  будут Ясх, 
Яоа. Уравнение прямой ОА  имеет вид:

ах  +  0у =  0.
Так как уравнению удовлетворяют координаты точки 

А  (ох, о2), то ему удовлетворяют и коорд шаты точки 
В  (Яох, Яаа). Отсюда следует, что точка В  лежит на ппямой 
ОА. Координаты сх, са любой точки С, лежащей на полупря
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мой ОА, имеюг те же знаки, что и координаты а1г а2 точки 
А ,  а координаты любой точки, которая лежит на полупря
мой, дополнительной к ОА, имеют противоположные знаки. 
Поэтому если К >  О, то точка В  лежит на полупрямой О А, 
а следовательно, векторы а и Ка одинаково направлены. 
Если К <  О, то точка В  лежит на дополнительной полупря
мой, векторы а и Ка противоположно направлены.

Абсолютная величина вектора Ка равна | Ка | =  
=К]Яа7р+ТЯлг]2 =1^1 ̂ ° 1  +  °2 =  I ^ Н"с|* Теорема доказана.

3 а д а ч а (22). Даны различные точки: А  (хл, у ^  и 
•® {х2, у 2)- Докажите, что векторы А В  и В А  противоположно 
направлены.

Р е ш е н и е .  Координатами вектора А В  будут х 2 — хг 
и У 2 — У\' Координатами вектора В А  будут — х 2 и у 1—у 2. 
Мы в: [Дим, что А В  =  (—1) В А . А значит, по теореме 10.5 
векторы А В  и В А  противоположно направлены.

Два отличных от нуля вектора называются коллинеарны- 
ми, если они лежат на одной прямой или на параллельных 
прямых.

Т е о р е м а  10.6. У коллине грных векторов соответствующие 
координаты пропорциональны. И обратно, если у  двух векто
ров соответствующие координаты пропорциональны, то векто
ры коллинеарны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а (аг, а2) и Ъ (Ъг, Ь2) — 
данные векторы. Допустим, что векторы коллинеарны Рас-

— | О ( '—сыотрим вектор с =  ±  Ь, где берется знак «+»,  когда 
_  _  1Ь1 

векторы с  и Ь одинаково направлены, и знак «—», когда они 
противоположно направлены. Вектор с равен вектору а, 
так как по теореме 10.5 они одинаково направлены и имеют 
одну и ту же абсолютную величину. Приравнивая коорди
наты векторов о и с, получим:

1*1 _ 1*4
Отсюда — =  ±  Значит, ь± =  5*., т. е. коорди-

°1 | а | °а | а | о1
паты векторов о и 6 пропорциональны.

Пусть теперь у векторов а и 6 координаты пропорцио
нальны. Докажем, что векторы коллинеарны. Имеем:
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Обозначая общее значение этих отношений через А, получив: 
Ь1 =» Аях, Ь2 =  Аа2. Отсюда следует, что Ь =  Аа. А это зна
чит (теорема 10.5), что векторы коллинеарны.

З а д а ч а  (31). Известно, что векторы с (1, —1) и 
Ъ (—2, те) коллинеарны. Найдите, чему равно т.

Р е ш е н и е .  У коллинеарных векторов координаты
 2 -[л

пропорциональны. Следовательно, —  =  —- .  Отсюда / п = 2 .

Вектор называется единичным, если его абсолютная ве
личина рг вна единице. Единичные векторы, имеющие на
правления положительных координатных полуосей, назы
ваются координатными векторами или ортами. Мы будем 
их обозначать е, (1 , О) на оси х  и е2 (О, 1 ) на оси у.

Любой вектср а (а и аг) допускает представление в виде 
а =  а 1е1 +  а 2е2.

Действительно, (аи а 2) — (с], О) +  (О, а 2) =  а1 (1, О) -{- а 2(0, 1)=
^1̂ 1 ^2^2“
З а д а ч а  (35). Даны векторы а (1, О), Ъ (1, 1), с (—1, С). 

Найдите такие числа А и р ,  чтобы имело место векторное 
равенство с =  Ая +  рЬ.

Р е ш е н и е .  Приравнивая соответствующие коорди
наты векторов с и Ая получим два уравнения, из ко
торых находим А и р :  —1 =  А • 1 +  р • 1 , 0 =  А • О -Н 
+  р • 1. Отсюда р =  О, А =  —1.

СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

Скалярным произведением векторов а (а1, а 2) и Ъ (&*, Ъг) 
называется число Ох&х а2Ъ2. Д ля скалярного произведения 
векторов используется такая же запись, как и для произ
ведения чисел. Скалярное произведение аа обозначается о2. 
Очевидно, о2 =  |с |2.

Из определения скалярного произведения векторов сле
дует, что для любых векторов а (а1г о2), Ъ (Ъи  Ь2), с (сх, с2)

(сГ +  Ъ) с =  ас +  Ъс.
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Действительно, левая часть равенст
ва есть (а| +  Ь1) с, +  (а? +  Ъг) с2, а 
правая а1с1 +  а2сг +  Ь1с1 +  Ъ«с2. Оче
видно, оки равнял.

Углом между ненулевыми векторами 
А В  и АС  называется угол ВАС. У г
лом между любыми двумя векторами 
о и 6 нгзываэтся угол между равны- 

Рис. 174 ми им ве кто рал л  с общим началом.
Угол между одинаково направленны

ми векторами считается равным н у л ю .

Т е о р е м а  10.7. Скалярное произведение векторов росно 
произведению их абсолютных величин на, косинус угча меж
ду ними.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть а и Ь — данные векторы 
и ф — угол между ними. Имеем:

(о Ь)г =  (а Ъ) (а Ь) =  (о Ь) а (о -(- Ь) Ь
= аа -\-Ъа аЪ ЪЪ =  а2 2аЪ +  Ь2,

или
| с  +  Ъ\2 =  \а \2 +  \Ь\2 +  2 аЪ._

Отсюда видно, что скалярное произведение аЬ выражается 
через длины векторов о, Ь и а +  Ъ, а поэтому не зависит от 
выбора системы координат, т. е. скал грное произведениэ 
не изменится, если систему координат выбрать специальным 
образом. Возьмем систему кооодинат ху  так, как показано 
на рисунке 174. При таком выборе системы координат коор
динатами вектора а будут | а | и О, а координатами вектора Ъ 
будут _|Ь| соз ф и |&| з т  ф. Скалярное произведение 

аЪ =  |с  || Ъ\ соз ф + 0  |Ь | з т  ф =  \а  || Ь| соз ф. 
Теорема доказана.

Из теоремы 10.7 следует, что если векторы перпендикуляр
ны, то их  скалярное ппоисвесение разно нучю. К  обратно, ес
ли  скалярное произведение отличных от нуля  векторов рав
но нулю , то векторъ I перпендикулярны.

З а д а ч а  ( 4 7 ) .  Дачывекторь а (1 ,0) и Ь (1, 1). Найдитз 
такое число Я, чтобы вектор а +  ЯЬ был перпендикулярен 
вектору а.

Р е ш е н и е .  И м еет а (а-г-Щ  = 0 , а2 +  Я (аО) =  О. 
Отсюда Я =  — ?^г= —!-=  — 1 .

аЬ I
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1 . Объясните, что такое параллельный перенос.
2 . Докажите, что параллельный перенос есть движение.
3. Докажите, что при параллельном переносе точке фи

гуры смещаются по параллельным (или совпадающим) 
прямым на одно и то же расстояние.

4. Докажите, что при параллельном переносе прнмая 
переходит в параллельную прямую (или в себя).

5. Докажите существование и единственность параллель
ного переноса, переводящего данную точку А  в данную 
точку А '.

6. Докажите, что преобразование, обратное параллель
ному переносу, есть параллельный перенос. Два па
раллельных переноса, выполненные один &а другим, 
дгют снова параллельный персное.

7. Что такое вектор?
8. Какие полупрямые называются одинаково направлен

ными?
9. Докажите, что если полупрямая а одинаково направле

на с полупрямыми Ь и с, то полупрямые Ь и с тоже оди
наково направлены.

10. Какие полупрямые называются противоположно на
правленными?

11. Что знаш т: векторы А В  и СВ  одинаково направлены?
12. Что такое абсолютная величина вектора?
13. Какие векторы называются равными?
14. До сажчте, что от любой точки можно отложить вектор, 

равный данному вех:тору, и только од::н.
15. Докажите, что равные векторы одинаково направлены 

и равны по абсолютной велитане. И обратно, одинако
во направленные векторы, равные по абсолютной ве
личине, равны,

16. Что такое координаты вектора?
17. Докажите, что равные векторы имеют соответственно 

равнх ге координаты, а векторы с соответственно равны
ми координатами равны.

18. Дайте определение сложения векторов.
19. Докажите, что для любых векторов а и Ь

а +  Ъ — Ь +  а.
20. Докажите, что для любых трех векторов а, Ь, с

а +  (Ь +  с) — (а +  Ь) +  с.
21. Докажите векторное равен, тво А В  +  ВС  =
22. Докажите, что для получения суммы векторов а и Ь

надо от кот ца вектора а отложить вектор Ь', рапный Ь. 
Тогда вектор, начало которого совпадает с началом

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ
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вектора а, а конец — с концом вектора 6' ,  будет равен 
о +  Ь.

23 ’ Дайте определение разности е  екторов.
24. Дайте определение умножения вектора на число.
25. Докажите, что абсолютная величина вектора Ка рав

на | К || а |, направление вектора Ка при а ф О  совпадает 
с направлением вектора а, если К >  0, и противопо
ложно направлению вектора а, если К <  0.

26. Какие векторы называются коллинеарными?
27. Докажите, что векторы (аи а 2) и (Ь1з Ъ2) коллинеарны

тогда и только тогда, когда .
Ьу Ь2

28. Какой вектор называется единичным?
29. Докажите, что любой вектор а (а,, а 2) допускает пред

ставление а =  йуву -+- а 2е2, где ех и е2 — единичные 
векторы координатных осей.

30. Дайте определение скалярного произведения векторов.
31. Докажите, что для любых трех векторов а, Ь, с

(а +  Ь) с — ас +  Ъс.
32. К ак  определяется угол мзжду векторами?
33. Чему равен угол между одинаково направленными 

векторами?
34. Докажите, что скалярное произведение векторов разно 

произведению их абсолютных величин на косинус 
угла между ними.

35. Докажите, что если векторы перпендикулярны, то их 
скалярное произведение равно нулю И обратно, если 
скалярное произведение отличных от нуля векторов 
равно нулю, то векторы перпендикулярны.

УПРАЖНЕНИЯ
1. Параллельный перенос задается формулами х  =  х  + 1 , 

у ' =  у  — 1. В какие точки при этом параллельном 
переносе переходят точки (0, 0), (1 , 0), (0, 2)?

2. Найдите величины а и Ъ в формулах параллельного 
переноса х =  х  +  а, у ' — у  +  Ь, если известно, что:
1) точка (1, 2) переходит в точку (3, 4); 2) точка (2, —3) 
— в точку (—1, 5); 3) точка (—1, —3) — в точку (О, —2).

3. При параллельном переносе точка (1, 1) переходит в 
точку (—1, 0). В какую точку переходит начало коор
динат?

4. Существует ли параллельный перенос, при котором:
1) точка (1, 2) переходит в точку (3, 4), а точка (0, 1)— 
в точку (—1 , 0); 2) точка (2, —1 ) переходит в точку 
(1, 0), а точка (—1, 3) — в точку (0, 4)?
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5. А В  и СВ  — парал телгнне прямые. Точки А  и 15 ле
жат по одну сторону от секущей ВС. Докажите, тто 
лучи В А  и СИ сд шаково направлены.

6 . Докажите, что в задаче 5 лучи В А  и СИ противополож
но направлены, если точки А  и В  лежат по разные сто
роны от секущей ВС.

7. Четырехугольник А В С В  — параллелограмм. Среди лу
чей А В , В А , ВС, СВ, СО, ВС , А В , В  А  назовите пары 
одинаково направленных и противоположно направ
ленных лучей.

8 . Н а прямой даны три точки: А , В, С, причем точка В  
лежит между А  и С. Среди векторов А В , АС, В А  и 
ВС  назовите одинаково направленные и противополож
но направленные.

9. А В С В  — параллелограмм. Докажите равенство век
торов А В  и В С .

10. Докажите, что для векторов А В ^ В С  и АС  имеет место 
неравенство \А С \ \А В \ +  \В С \.

11. Докажите, что для любых векторов а и Ь имеет место 
неравенство |а  +  Ь | < С | а |  +  |Ь| .

12. Д ани  точки А  (0, 1), В  (1, 0), С В  (2, 1). Дока
жите равенство векторов А В  и СВ.

13. Даны три точки: А  (1,1), В  (—1, 0), С (0 ,1). Найдите такую 
точку В  (х, у), чтобы векторы А В  и СВ  были равны.

14. Абсолютная величина вектора а (5, т) равна 13. Най
дите т.

15. Абсолютная величина вектора Ь (л, 24) равна 25. Н ай
дите п.

16. А В С В  — параллелограмм. Докажите векторное равен
ство А В  +  А В  =  АС.

17. Найдите сумму векторов: 1) а (1, —2) и_ Ь (2, —3);
2) а~(—3, 4) и Ь (2, —3); 3) а (3, 1) и Ь"(—2, —1);
4) а (—5, 4) и Ь (2, — 2)  ̂ 5) а (—1, 1)_и Ь (2, 4).

18. Найдите вектор а — Ь, если: 1)_ а (1,4), Ь (1, 3);
2) а (—3, 2), Ь (2, —1); 3) а (5, 3), Ъ (4, 4); 4) а  (3, 3), 
Ь (4, 2); 5) а (1, 5), Ь (2, 7). _  _

19. Даны векторы с общим началом: А В  и АС . Докажите, 
что АС  — А В  =  ВС.

20. Найдите абсолютную величину вектора а +  6, если: 
1) <Г(1, —4); Ь (—4, 8); 2) а (2, 5), Ь (4, 3); 3) а (10, 7), 
Ь (2 , — 2).

21. Найдите абсолютную величину вектора а — Ь, если: 
1) а (1, —4), Ъ ( - 4 ,  8); 2) а (—2, 7), Ъ (4, —1);
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5) а (15, 0), Ь (О, —8).
22. Даны ре зличные точки: А  (хи у А) и В (х2, у г)- Дока

жите, чю  векторы А Е  и В А  противоположно направ
лены.

23. Докажите, что векторы а (1, 2) и  Ъ (0,5; 1) одинаково 
направлены, а векторы с (—1. 2) и (I (0,5; —1) проти
воположно направлены.

24. Дан вектор а (3, 4). Найдите вект >р Ь (Ь1, Ъ2), имею
щий в два раза большую длину и направленный с век
тором а: 1 ) одинаково; 2) противоположно.

25. Даны векторы а (3, 2) и Ь (0, —1). Найдите вектор:
1) —2а +  4Ь; 2)_ За — Ь; 3) 4а +  Ь.

26. Даны векторы о (3, 2) и Ь (О, —1)- Найцьге абсолют
ную величину вектора: 1) —2а +  4 Ь\ 2) 4а +  ЗЬ;
3) 5а” +  10Ь.

27. Найдите абсолютную величину вектора За, если:
1) а  (3, 4); 2) о (—5, 12); 3) а (—6, —8).

28. Абсолютная вел м ина вектора Ас равна 5. Найдите А, 
если: 1) а (—5, 8), 2) а (3, —4); 3) а (5, 12).

29. Даны векторы а (2, —4), Ь (1, 2), с (1, —2), й ( —2, —4).
Укажите пары коллинэарных векторов.

30. Какие векторы задачи 29 одинаково нал равлены, а 
какие — противоположно направлены? Какие из этих 
векторов имеют равные абсолютные величины?

31. Известно, что векторы а (1 , —1 ) и Ъ (—2 , т) колли- 
неарны. Найдите, чему равно т.

32. При паком значении п векторы а (л, 1), Ь (4, п ) колли- 
неарны и одинаково направлены?

33. Среди векторов а (— —)• Ь (—» — I* с (0, —1 ),
_ / 3 4 \ \ 5 5) С/
а I—, — —I на вдите единичные и укажите, какие из
них колличеарны.

34. Найдите единичный вектор, коллинеарный вектору 
а (6, 8), одинаково с ним направленный.

35. Даны векторы а (1, 0), Ь (1, 1) и с (—1, 0). Найдите 
такие числа А и р ,  чтобы имело место векторное ра
венство с =  А а +  р Ъ.

33. Течки М  и IV являются серединами отрезков А В  и СЛ 
соответственно. Докажите векторное равенство М Ы — 
=  | ( А С  +  ДО).

37. ех (1 ,0 ) и е3 (3, 1) — координатные векторы. Чему рав
ны координаты вектора 2ех — Зе.2?

142



38. Чему равны А и р и представления всктсра о (—5, 4):
а =  К е1 +  р е2?

39. Докажете, что для лгсСых векторов а и Ь (ао)а ^  а2Ъ2.
40. Найдите 5 гол между векторами а  (1 , 2), ( 1 , —

41. Даны векторы а и Ъ. Найдите абсолютную величину 
вектора а +  Ь, если известно, что абсолютные в< л лчины 
векторов а и Ь равны 1, а угол между ними 60°.

42. Найдите угол в ежду векторами а и а +  Ь предыдущей 
задачи.

43. Даны вершины треугольника А  (1, 1), В  (4, 1), С (4, 5). 
Найдите косинусы углов треугольника.

44. Найдите углы треугслг чика с вершинами А  (0, К З), 
Е  (2, К З), С ( 1 ,  ^ 1 ) .

45. Докажите, что ьекторы а (т, п) п Ъ (—п, тп) перпен
дикулярны или равны нулю.

46. Да яы векторы а (3, 4) и Ь (тп, 2). При каком значении 
тп эти векторы перпендикулярны?

47. Даны векторы а (1, 0) и Ь (1, I). Нгйдите такое число 
А, чтобы вектор а +  ). Ь был перпендикулярен век
тору а.

48. При каком значении % вектор а +  А , Ь в задаче 47 пер
пендикулярен вектору Ь?

49. Докажите, что если а и Ь — единичные неколлинеар- 
ные векторы, то векторы а +  Ь и а — Ь отличны от 
нуля и перпендикулярны.

50. Единичные векторы а к  Ь образуют угол 60°. Докажи
те, тго вектор 2 Ь — а перпендикулярен воктору а.

51. Векторы а +  Ь и а — Ь перпендикулярны. Дскажи :е, 
что |а |  =  | Ь|.

52. Док! жите с помощью векторов, что диагонали ромба 
перпендикулярны.

53. 1) Даны три точки: С, А , В. Точка X  делит отрезок 
А В  в отношении А : р, считая от точки А .  Выразите 
вектор О Х  через векторы ОА  =  а и СВ - Ъ. 2) Дока
жите, что медианы треугольника пересекаются в одной 
точке, которая делит их в отношении 2 : 1 , считая от 
соответствующих вершин.

54. Даны четыре точки: А  (1, 1), В  (2, 3), С (0, 4), В  (—1, 2). 
Докажите, что ч< тырехугольник А В С В  — прямоуголь
ник.

55. Даны четыре точки: А (0 , 0), В ( —1, 1), С (0, 2), В  (1, 1). 
Докажите, что четырехугольник А В С В  — квадрат.
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§ 11. РЕШЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ
ТЕОРЕМА КОСИНУСОВ

Т е о р е м а  11.1 (теорема косинусов). Квадрат любой 
стороны треугольника равен сумме квадратов двух других 
сторон без удвоенного произведения этих сторон на косинус 
угла между ними.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А В С  — данный тре
угольник (рис. 175). Докажем, что ВС3 =  А В 2 А С 2 — 
— 2А В  - АС  - соз А .

Имеем векторное равенство А В  +  ВС = АС. Отсюда 
ВС  =  АС  — А В . Возводя это равенство скалярно в квадрат, 
получим:

ВС‘ =  А В 2 +  АС 2 — 2А В  ■ АС.
Отсюда

|В С |2 =  | Л В | а +  |Ж Т]2 —2|  А В  II А С | соз А . 
Теорема доказана.

Заметим, что | АС\ соз А  равно по абсолютной величине 
проекции А И  стороны АС  на сторону А В  (рис. 175, а) или 
ев продолжение (рис. 175, б). Знак | АС  | соз А  зависит от 
угла А: «+*, если угол А  острый, «—», если угол А  тупой. 
Отсюда получается следствие: квадрат стороны треуголь
ника равен сумме квадратов двух других сторон <»+4> 
удвоенное произведение одной из них на проекцию другой. 
Знак «+» надо брать, когда противолежащий угол тупой, 
а знак «—», когда угол острый.

З а д а ч а  (1). Даны стороны треугольника а, Ь, с. 
Найдите высоту треугольника, опущенную на сторону с.

Р е ш е н и е .  Имеем: а2 =  Ь2- +  с2 ±  2с ■ А В  (рис. 176).

Рис. 175 Рис. 176
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02 ^2  с2
Отсюда АО  =  ±    . По теореме Пифагора

СО =  у  АС2 — А В 2 =  Ь2 — ^  ~  ̂  — 3

Из теоремы косинусов следует, что сумма квадратов 
диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов его сто
рон. Действительно, пусть А В С В  — параллелограмм (рис.
1/7). Применим теорему косинусов к треугольникам АВС  
и А В В , получим:

АС2 =  А В 2 +  ВС2 — 2А В  • ВС  соз р,
В В 2 =  А В 2 +  А О 2 — 2А В  • АО соз а .

Складывая эти равенства и замечая, что соз р =  —соз а, 
А В  =  СП, получим:

АС2 +  ВО2 =  А В 2 + ВС2 +  СО2 +  АО2.
Что и требовалось доказать.

ТЕОРЕМА СИНУСОВ

Т е о р е м а  1 1 .2  (теорема синусов). Стороны треуголь
ника пропорциональны синусам противолежащих углов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть АВ С  — треугольник со 
сторонами а, Ь, с и противолежащими углами а, р, у (рис. 
178). Докажем, что

в т  а  51п Р-  в т  у
а Ь е

Опустим из вершины С высоту СО. Из прямоугольного 
треугольника АСО, если угол а острый, получаем: СО =  
=  Ь з т  а  (рис. 178, а). Если угол а  тупой, то СО =
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— Ъ в!п(180в — а) =  Ь е т  а  (рис. 178, б). Аналогично из треу
гольника ВС В  получаем: С1) —а в т  р. Итак, а в т  Р=Ь  в т  а. 
Отсюда

в1п р   Б1г а
о а

Аналогично доказывается равенство
• е т  р   в т  у

Ъ ~  с '

Д ля доказательства надо провести высоту треугольника 
из вершины А . Теорема доказана.

З а д а  ч а (9). Докажите, что биссектриса угла треуголь
ника делит противолежащую сторону на отрезки, пропор
циональные прилежащим сторонам.

Р е ш е н и е .  Пусть А В С —данный треугольник и В Б  —
его биссектриса (рис. 179). Докажем, что ^

Применим теорему синусов к  треугольникам АВЮ и 
СБП:

А В  А В  С В  ВС ВС
в!п р в1п а  в т  р е т  (18?° — а) е т  а

Если первое равенстве разделить на гторое, то получим:
А В  _  А В  
С В  ' в с '

Что и требовалось доказать.
Из теоремы синусов следует, что если в треугольнике

со сторонами а, Ь и противолежащи
ми им углами и, р будет а  >  р, то а >Ь. 
И обратно, если а > Ь ,  то а >  р. Ко
роче гон оря, в треугольнике пкотив 
большего угла ле кит болъш я сторо
на, против большей стороны лежит 
больший угол.

Действительно, если углы а и р  
острые (рис. 180, а), то при а  >  р 
будет в!п а  >  а п  р. А так как

в!п а    в т  р
Рис. 179 а Ь *
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Рис. 180

то а  >  Ь. Если угол а  ту
пой (оба угла не мс гут быть 
тупы; ги), то угол 180е — а 
острый (рис. 180, б). При
чем 180 '— а  больше р, .;а с 
внешний угол треугольни
ка, не смежный с р. Поэ
тому з т  а  =  31 г  (180° —
—а) >  з т  р. И мы снова 
заключаем, что а >  Ь. Об- 
ратноз утверждение дока
зывается от лротинного.

З а д а ч а  (21). Д ока
жите, что в теореме синусов
каждое из трек отношений:
61П ГХ 81П В з!п V , . — - — равноа Ь с

1  г ,—, гд е .К — радиус окруж- 2Я
ности, описанной около 
треугольника.

Р е ш е н и е .  Проведем диаметр В В  (рис. 181). По 
свойству углов, вписанных в окружность, угол при верши
не В  прямоугольного треугольника ВС В  равен либо а, ес
ли точки А  и В  лежат по одну сторону от прямой ВС  
(рис. 181. а), либо 1803 — а , если они лежат по разные 
стороны от прямой ВС (рис. 181, б). В первом случае 
ВС =  В В  з т  а , во втором ВС =» ВО  з т  (180° — а). Так 
как в т  (180° — а) =  зш  а , то в любом случг е о =  2В  зш а .
Следовательно, ^ 1 ?  =  — . Что и требовалось доказать. 

а 2 Я

РЕШЕНИЕ ТРЕУГОЛЬНИКОВ

Решение треугольников состоит в нахождении неизвест
ных сторон и углов треугольника по известным его углам и 
сторонам. Будем обозначать стороны треугольника через 
а, Ъ, с, а протиЕЭлежащие им углы через а , 6, у.

З а д а ч а  I. Даны сторона и два угла треугольника. Найти 
третий угол и остальные две стороны.

117



С п о с о б  р е ш е н и я .  Так как сумма углов треуголь
ника раьпа 180°, то третий угол выражается через заданные 
углы. Имея сторону и все три угла, по теореме синусов на
ходим две остальные стороны. Задача всегда имеет решение, 
и притом единственное. Конечно, сумма двух данных углов 
должна быть меньше 180°. Единственность решения следует 
из второго признака равенства треугольников.

З а д а ч а  Ы. Даны две стороны, например а и Ь, и угол у 
между ними. Найти остальные два угла и третью сторону.

С п о с о б  р е ш е н и я .  По теореме косинусов находим 
сторону с. Теперь, имея три стороны, по теореме косинусов 
можно найти косинусы остальных углов и сами углы. Проще, 
однако, воспользоваться теоремой синусов и найти синусы 
неизвестных углов. Но при этом надо иметь в виду, что для 
данного значения синуса получается два угла. Поэтому из 
полученных углов надо взять те, которые удовлетворяют 
известным соотношениям: сумма углов треугольника равна 
180°, против большей стороны лежит больший угол. Задача 
всегда имеет решзние, и притом единственное. Единствен
ность решения следует из первого признака равенства тре
угольников.

З а д а ч а  III. Даны две стороны, например а и Ь, и угол, 
противолежащий одной из них, например а. Найти остальные 
два угла и третью сторону.

С п о с о б  р е ш е н и я .  По теореме синусов находим 
а!п р. По а т  р находим отвечающие ему углы рх и р2. Выби
раем из них один или оба, имея в виду, что против большей 
из сторон а и Ъ лежит больший угол. Зная углы а и р ,  на
ходим угол у =  180° — а  — р, а затем находим сторону 
с по теореме синусов. Эта задача в отличие от двух предыду
щих может не иметь решения, иметь одно решзние или два 
решения.

З а д а ч а  IV. Даны три стороны треугольника. Найти его 
углы.

С п о с о б  р е ш е н и я .  По теореме косинусов находим 
один из углов. А затем поступаем, как во второй задаче. 
Эта задача имеет решение, если большая из сторон меньше 
суммы двух других. Единственность решения следует из 
третьего признака равенства треугольников.
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1. Сформулируйте и докажите теорему косинусов.
2. Докажите, что квадрат стороны треугольника равен 

сумме квадратов двух других сторон удвоенное 
произведение одной из этих сторон на проекцию дру
гой. От чего зависит знак «+* или «—»?

3. Докажите, что сумма квадратов диагоналей паралле
лограмма равна сумме квадратов его сторон.

4. Докажите теорему синусов.
5. Докажите, что в любом треугольнике против большей 

стороны лежит больший угол и против большего угла 
лежит большая сторона.

6. Даны сторона и два угла треугольника. К ак  найти 
третий угол и две остальные его стороны?

7. Даны две стороны треугольника и угол между ними. 
К ак найти остальные два угла и третью сторону?

8. Даны две стороны и угол, противолежащий одной из 
них. К ак найти ост альные два угла и третью сторону?

9. Даны три стороны треугольника. К ак  найти его углы?
УПРАЖНЕНИЯ

1. Даны стороны треугольника с, Ь, с. Найдите высоту 
треугольника, опущенную на сторону с.

2. Даны стороны треугольника с, Ь, с. Найдите медиа
ны та, ть, тс, проведенные к этим сторонам.

3. Даны диагонали параллелограмма с и й и угол между 
ними а. Найдите стороны параллелограмма.

4. Даны стороны параллелограмма а и Ъ и один из углов
а. Найдите диагонали параллелограмма.

5. с, Ъ, с — стороны треугольника. Докажите теорему, 
обратную теореме Пифагора: если с а +  Ь2 =  с2, то 
треугольник прямоугольный с прямым углом, противо
лежащим стороне с.

6. с , Ъ, с — стороны треугольника. Докажите, что если 
с2 +  Ь2 >  с2, то угол, противолежащий стороне с, 
острый. Если с 2 +  Ь2 <  с2, то угол, противолежащий 
стороне с, тупой.

7. У треугольника две стороны равны 20 м и 21 м, а синус 
угла между ними равен 0,6. Найдите третью сторону.

8 . Стороны треугольника 13 м, 14 м, 15 м. Найдите ко
синусы углов треугольника.

9. Докажите, что биссектриса угла треугольника делит 
противолежащую сторону на отрезки, пропорциональ
ные прилежащим сторонам.

10. Из вершины С треугольника А В С  проведена биссек
триса СП. Сторона АС  больше стороны ВС. Какой из 
отрезков больше: АО или БП?

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ
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11. Дан треуголг ник АВ С . СВ  — его биссектриса, прове
денная к стороне А В . Докажите, что если угол С АВ  
больше угла С БА, то А В  меньше В В .

12. В треугольнике АВС А -А  — 40°, А.В — 00°, А.С — 80°. 
К акая  из сторон треугольника наибольшая, какая  — 
наименьшая?

13. У треугольника АВС  стороны А В  =  5,1 м, ВС — 6,2 м, 
А.С =  7,3 м. Какой из углов треугольника наиболь
ший, какой — наименьший?

14. Что больше: основание пли боковая сторона равно
бедренного треугольника, если прилежащий к  осно
ванию угол больше 60°?

15. У треугольника А В С  угол С тупей. Докажите, что 
если то пса X  лежчт на стороне АС, то В Х  <  А В .

16. У треугольника >*.ВС угол С тупой. Докажите, что 
еели точка X  лежит на стороне А С , а точка У  — на 
стороне ВС, то Х У  <  А В .

17. И в стороне А В  треугольника АВС  отмечена точка 2). 
Докажите, что отрезок С В  меньше по крайней мере 
одной из сторон: АС  или ВС.

18. Д ан треугольник АВ С . СВ  — медиана, проведенная к 
стороне А В . Докажите, что если АС  >  ВС, то угол 
АС В  меньше угла ВС В.

19. Докажите, что биссектриса треугольника не меньше 
высоты и ие больше медианы, проведенных из той же 
вершины.

20. К ак  изменяется сторона А В  треугольника АВ С , если 
угол С возрастает, а  стороны АС  и ВС  остаются без 
изменений?

21. Докажитэ, что в теореме синусов каждое из трех от-
„  в1п о  в1п 6 вш у 1  п

н ош ени и  — . —  , — - р ал н о  — , где В  —  р а д и у с
а  Ь с 2 ”

окружности, описанной около треугольника,
22. У треугольника две стороны равны 5 см и 6 сы. Может 

ли угол, противолежащий стороне 5 см, быть тупым?
23. У треугольника А В С  А В =  15 см,

А С  - 10 см Может ли 81П В  = —?
4

24. Объясните, как найти расстояние 
от точки А  до недоступной точки 
В  (рис. 182), зная расстояние АС  
и углы а и р .

25. Объясните, как найти вы: оту х  
здания (рис. 1СЗ) по у"лам а  и 
Я и расстоянию а.

26. Д ани сторона и два угла тре- 
уголт ника. Кайдич е третий угол

Рис. 182 и  о ст ал ьн ы е д ве  сто р о н ы , есл и :
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1) а =  5 , р =  30°, у =  45°;
2) а =  20, а  =  75°, (5 =  60°;
3) а =  35, р =  40°, V =  120°;
4) 6 =  12, а  =  36°, р =  25°;
5) с =  14, а  =  64°, р =  48°.

27. Даны дне стороны и угол, про
тиволежащий третьей стороне. 
Найдите остальные два угла и
третью сторону, если:
1) а =  12, 6 =  8, У =  60°;
2) а =  7, 6 =  23, У =  130°;
2) Ь =  0, с =  17, а =  95°;
4) Ь =  14, с =  Ю, а =  14Б3;
5) а =  32, с =  23, Р =  152°;
6) а =  24, с =  18, Р =  1 Г .

23. У треугольника заданы две стороны а, 6 и угол к , 
противолежащий стороне с. Найдите оста гьные углы 
и сторону треугольника, если:
1) а =  12, 6 =  5, а  =  120";
2) а =  27, 6 =  9, а =  133°;
3) а =  34, 6 =  12, а  =  164°;
4) с  =  2, 6 = 4 ,  а  =  60°;
5) а =  6, 6 = 8 ,  а  =  30°.

23. Даны три стороны треугольника. Найдите его углы, 
если:
1) а =  2, 6 = 3 ,  с =  4;
2) а =  7, 6 = 2 ,  с =  8;
3) с  =  4, 6 = 5 ,  с =  7;
4) а  =  15, 6 =  24, с =  18;
5) а =  23, 6 =  17, с =  39;
6) а =  55, 6 =  21, с =  38.

30. Докажите, что геэметрллеское место точек, сумма 
квадратов расстояний от которых до двух данных точек 
постоянна, есть окружность с центром в середине от
резка, соединяющего данные точки.

§ 12. МНОГОУГОЛЬНИКИ 
ЛОМАНАЯ

Ломаной А 1А 2А 3...А„  называется фигура, которая состоят 
из точек А!, А г, ..., А п и соединяющих их отрезков А уАо, 
А 2А 3, .... АП_;АП. Точки А 1г А г, ..., А„ называются верши
нами  ломаной, а отрезки А ^ г ,  А гАз, ... ,  А„_1А „ —‘ Звень
ями  ломаной. Ломаная называется простои, если она не 
имеет самопересечений. Н а рисунке 184, а показана простая
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А4

Рис. 184

ломаная, а на рисунке 184, б — ломаная с самопересече
нием (в точке В). Длиной ломаной называется сумма длин 
ее звеньев.

Т е о р е м а  12.1. Д лина ломаной не меньше дл ны отрезка, 
соединяюи^его ее концы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А 1А 2А г ... А„ — дан
ная ломаная. Заменим звенья ломаной А кА 2 и А 2А 3 одним 
звеном А 1А 3. Получим ломаную А ХА 3А^ ... А „. По нера
венству треугольника она имеет длину, не большую, чем 
исходная ломаная. Заменяя таким же способом звенья А ХА з 
и А 3А 4 звеном А 1А 4, переходим к ломаной А-ХА ЛА Ь ... А п. 
И так далее. В конце концов мы придем к отрезку А хА п, 
соединяющему концы ломаной. Отсюда следует, что исход
ная ломаная имела длину, не меньшую длины отрезка А хА п . 
Теорема доказана.

З а д а ч а  (1). Даны две окружности с радиусами В х 
и Д 2 и расстоянием между центрами й >  В, +  В 2. Чему 
равны наибольшее и наименьшее расстояния между точка
ми X  и У  этих окружностей?

Р е ш е н и е .  Д ля ломаной ОхХ У 0 2 по теореме 12.1 
0 Х0 2 ^  ОхХ  +  Х У  +  У 0 2 (рис. 185). Значит, й ^  В х +  
+  Х У  +  В 2. Отсюда Х У  ^  й — В х — В 2. Так как АС — 
=  й — В 1 — В 2, то наименьшее расстояние между точками

окружностей равно й — В х — 
— В 2.

Д ня  ломаной ХС^ОаУ 
Х У  ^  1?х +  й +  В, 2. Так как 
ВХ) =  й +  В х +  В 2, то наи
большее расстояние между 
точками окружностей равно 

Рис. 185 <1 +  В х +  В 2.
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т^ 10 А9 А?
Рис. 186 Рис. 187

ВЫПУКЛЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ
Ломаная называеся замкнутой, если у нее концы сов

падают. Простая замкнутая ломаная называется многоуголь
ником, если ее соседние звенья не лежат на одной прямой 
(рис. 186). Вершины ломаной называются вершинами мно
гоугольника, а звенья ломаной — сторонами многоугольника. 
Отрезки, соединяющие не соседние вершины многоугольник I, 
называются диагоналями. Многоугольник с п вершинами, а 
значит, и с п сторонами, называется п-угольником.

Плоским многоугольником или многоугольной областью 
называется конечная часть плоскости, ограниченная много
угольником (рис. 187).

Многоугольник называется выпуклым, если он лежит 
в одной полуплоскости относительно любой прямой, содер
жащей его сторону. При этом сама прямая считается при
надлежащей полуплоскости. На рисунке 188. с  изображен 
выпуклый многоугольник, а на рисунке 188, б — невынуклый. 
Углом выпуклого многоуг^льш [ка при данной вершине на
зывается угол, образованный его сюронами, сходящимися 
в этой вершине.

Т е о р е м а  12.2. Сумма углов выпуклого п-угольника рав
на 180° (п  — 2).

рис. 188 Рис. 189
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р : А ,А а ... А „— дан
ный выпуклый многоугольник (рис. 189). Проведем диаго
наль А гАз. Получим треугольник А1А»А3 и многоуготюник 
с п  — 1 вершинами Р х: А гА 3 ... Ая . Углы при вершинах 
А 1 и Аз многоугольника Р  равны сумме углов многоуголь
ника Р Х и треугольника А 1А аА 3 при этих вершинах. Отсю
да следует, что сумма углов многоугольника Р  равна сумме 
углов многоугольника Р х плюс сумма углов треугольника 
А 1А 2А з , т . е. 180°. Далее таким же способом заключаем, 
что сумма углов многоугольника Рз равна сумме углов 
многоугольника Р а: А ХА Х ... А, плюс 180°. А значит, сумма 
утлое многоугольника Р  равна сумке углов многоугольника 
Р а плюс 180 ̂  - 2

Продолжая таким же образом, на (п — 3)-м шаге мы при
дем к треугольнику А1АЧ_1А„ . А сумма его углов равна 180 '. 
В итоге сумма углов многоугольника Р  равна 180 (п — 3)
4- 180° =  180° (л — 2). Теорема доказана.

Внешним углоч  выпуклого многоугольника при дачной 
вершине называется угол, смежный в: [утреннему углу мно
гоугольника при этой вершине.

З а д а ч а  (8). Ч ему равла сумма внешних углов выпук
лого п-угольника, взятых по одному при каждой вершине?

Р е ш е н и е .  Сумма внутреннего угла многоугольника 
и смежного с ним внешнего разна 18Э°. Поэтому сумма всех 
внутренних и в: гешних углов равна 180° л. Но сумма всех 
внутренних углов по теореме 12.2 равна 180° ■ (п — 2). 
Значит, сумма внешних углов, взятых ко одному при к р ж -  

дой вершине, равна 1 В0° п — 180° (л — 2) =  360°.

ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОУГОЛЬНИКИ
Выпуклый многоугольник называется правильным, если 

у него все стороны равны и все углы равны.
Многоугольник называется в1  исан- 

ныи  в окружность, если все его вер
шины лежат на некоторой окружнос
ти. Многоугольник ] [азывается описан
ным около окружности, если все его 
стороны касаются некоторой окруж
ности.

Рис. 160
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Т е о р е м а  12.3. Правильный выпуклый многоугольник яв
ляется вписанным в окружность и описанным о поло окруж
ности.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  а В  — две соседние 
вершины многоугольника (рис. 190). Проведем биссектрисы 
углов многоугольника из вершин А  и В. Пусть О — точка 
их пересечения. Треугольник АОВ  равнобедренный с осно-
ве т е м  А В  и углами при основании, равны ш  —, где а  —

2
угол многоугольника. Соединим точку О с еершиной С, со
седней с В. Треугольники АВО  и С ВО равны но первому при
знаку равенства треугольников. У них сторона ОВ общая, 
стороны А В  и ВС  равны как сторош 1 многоугольника, а
углы при вершине В  равны Из равенства треугольников 
следует, что треугольник ОВС равнобедренный с углом при 
вершине С, равным А значит, СО есть биссектриса уг
ла С многоугольника.

Теперь соединяем точку О с вершиной X), соседней с 
С, и доказываем, что треугольник СОХ) равнобедренный и
1)0  — биссектриса угла X) многоугольника. И так далее. 
В итоге получается, что каждый треугольник, у которого 
одной стороной является сторона многоугольника, а про
тиволежащей вершиной — точка О, является равнобедрен
ным. Все эти треугольники имеют равные боковые стороны. 
0 1 сюда следует, что все вершины многоугольника находятся 
на окружности с центром О и радиусом, равным боковым 
сторонам треугольников, а все сторо гы многоугольника 
касаются окружности с центром О и радиусом, равным вы
сотам треугольников, проведенным из вершины О. Теорема 
доказана.

Найдем радиус К  описанной окружности и радиус г впи
санной окружности для правильного многоугольника со сто
роной а и числом сторон п (рис. 191). Имеем:

п п

Д ля правильного треугольника п



т-> а ад  =  ________  =   _ •  т» ——
2 9 Ш  60° V  3 ’ 2*8 60° 2 |^3

180°Д ля правильного четырехугольника (квадрата) п =  4 , -----=  45°,
4

т-> о аД — ______ — -—_« /* —
2 31П  45° / 2  ’ 2 1ё 45°

180°Д ля правильного шестиугольника п =  6, ----- =  30°,6
В  = =  с; г = о]/"з

2 зш 30° ’ 218 30° 2
З а д а ч а  (23). Докажите, что сторона правильного

восьмиугольника вычисляется по формуле ав =  В  У 2 — У  2, 
где В  — радиус описанной окружности. '

Р е ш е н и е .  Пусть А В  — сторона вписанного кз&д- 
рата, АС  — сторона восьмиугольника (рис. 1С2). Имеем:
АС  =  VАТУ1 +  СП* , А Л  =  —  = В}Г*

2
К Л/~2

-, с п  =  о с — ог> =

=  в и поэтому

а8 =  АС  ( л ^ ) 2 +  [ в - В ^  =  в У * ~ У г  •

ДЛИНА ОКРУЖНОСТИ

Наглядное представление о длине окружности получается 
следующим образом. Представим себе нить в форме окруж
ности. Разрежем ее и растянем за концы. Длина получен
ного отрезка и есть длина окружности. К ак найти длину 
окружности, зная ее радиус? Из нагля огных соображений 
ясно, что длина окружности сколь угодно мало отличается
1$6



от периметра вписанного в нее выпуклого многоугольника 
с достаточно малыми сторонами. Исходя из этого, докажем 
некоторые свойства длины окружности.

Т е о р е м а  12.4. Отношение длины  < круясности к ее диа
метру не зависит от окружности, т. е. одно и то же для любых 
двух окружностей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем две произвольные ок
ружности. Пусть Е х и В  2 — их радиусы, а 1г и 12 — длины 
окружностей. Допустим, что утверждение теоремы неверно

*1 . ки -  - =7̂ =— , например 
2Я. 2Р-

2Я, 2 Да 1
Впишем в наши окружности правильные выпуклые мно

гоугольники с большим числом сторон п. Если п очень ве
лико, то длины наших окружностей будут очень мало отли
чаться от периметров и р 2 вписанных многоугольников. 
Поэтому неравенство (*) не на рушится, если в нем заменить 
/х на р ., а 12 на р 2:

. (**)
2 Я, 2 Да 4 '

Выразим периметры р х и р 2 через радиусы окружностей.
Из формулы В = ---- -—— для радиуса окружности, опи-

180°
2 вхп-----

п
санной около правильного многоугольника, следует,. что

180°стороны вписанных многоугольников равны 2Е1в \п  ,
п

180°2 В  2 81п  . Поэтому периметрами многоугольников будут р г =
п

. 180° . 180° г ,  „ рх . 180° р,= 2 В г п 81П , р2 =  2Л2Т1 81П---- . Отсюда ^ -  =  П81П , =
п  л  2х1| п  2ДЭ

=  п в т - ^ - ,  т. е .—  =  — . А это противоречит неравенству (**). 
л  2В г 28,

Теорема доказана.
Отношение длины окружности к диаметру принято обо

значать греческой буквой л (читается «пи»):
I— =  л.

2 Н
Число л — иррациональное. Приближенное значение

л 3,1416.
Таким образом, длина окружности вычисляется по формуле

1 =  2лК.
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ЦЕНТРАЛЬНЫЙ УГОЛ И ДУГА 
ОКРУЖНОСТИ

Плоским углом называется часть 
плоскости, ограниченная двумя различ
ными лучами, исходящими из одной 
то аки. Эти лучи называются сторона
ми угла. Существует два плоских угла 
с данными сторонами. Они называют
ся дополнительными. На рисунке 193 
заштрихован один из плоских углов 
со сторонами а и Ь.

Если плоский угол является час
тью полуплоскости, то его градусной 
мерой называется градусна» мера обыч
ного угла с теми же стсронами. Если 
плоский угол содержит полуплоскость, 
то его градусвая мэра равна З'ИГ — а, 

где а — градусная мера дополнительного плоского угла.
Центральным углом  в окружности называется плоский 

угол с вершиной в ее центре. Часть окружности, располо
женная внутри плоского угла, называется дугой окружности, 
соответствующей этому цэнтральчому углу (рис. 194). Гра
дусной мерой дуги окружности называется градусная мера 
соответствующего центрального угла.

Найдем длину дуги окружности, отвечаю цей централь
ному углу в п°. Развернутому углу соответствует длина полу
окружности л Е .  Следовательно, углу в 1° соответствует

Л Р . одуга ---- ; а углу в п  соответствует дуга
180

, пВ  I =  — п.
180

Радианной мерой угла называется отношение длины соответ
ствующей дуги к радиусу окружности. Из формулы для дли
ны дуги окружности следует, что

I л  — =  — п,
В  18Э

т. е. радианиая мера угла получается из градусной умноже
нием на  В частности, радианная мера угла 180° равна 

180°

пл, радианная мера прямого угла равна —.
2
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Единицей радианной меры углов являемся радиан. Угол 
в один радиан — это угол, у которого длина дуги равна

180°ртдиусу. Градусная мера угла в один радиан ртзна -—  57°.
п

ВОПРОСЫ ДГЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Что такое ломаная, длина ломаной?
2. Докажите, что длина ломаной не меньше длпчы от

резка, соединяющего ее концы.
3. Что такое многоугольник, выпуклый многоугольник?
4. Что такое угол выпуклого многоугольника при данной 

вершине?
5. Что такое внешний угол выпуклого многоугольника?
6. Выведите формулу для суммы углов выпуклого много

угольника.
7. Докажите, что правильный многоугольник является 

вписанным в окру кность и описанным около окружно
сти.

8. Выведите формулы для радиусов вписанной и описан
ной окружностей правильного п-угольника.

9. Найдите радиусы вписанной и описанной окруж*тостей 
для правильного треугольника, квадрата, шестиуголь
ника.

10. Докажите, что отношение длины окружности к ее диа
метру не зависит от окружности, т. е. одно и то же 
для всех окружностей.

11. По какой формуле вычисляется длина окружности?
12. Что такое плоский угол?
13. Что такое центральный угол?
14. Что такое дуга окружности, отвечающая денному цент

ральному углу?
15. По какой формуле вычисляется длина дуги окружно

сти?
16. Что такое радипнная мера угле?
17. Чему равны радианные меры углов 180° и 90°?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Даны две окружно- ти с радиусами й  и и расстоя
нием между ц< нтрами й >  +  К 2. Чему равны наи
большее и наименьшее расстояния между точками 
У и X  этих окружностей?

2. Решите задачу 1 при условии, что й <  7?! —
3. Докажите, что если вершины ломаной не лежат на 

одной прямой, то р лина ломаной больше длины отрез
ка, соединяющего ее концы.
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4. Докажите, что у замкнутой ломаной расстояние меж
ду любыми двумя вершинами не больше половины дли
ны ломаной.

5 . Докажите, что у замкнутой ломаной длина каждого зве
на не больше суммы длин остальных звеньев.

6 .  Может ли замкнутая лома лая иметь звенья длиной а м , 
2 м, 3 м, 4 м, 11 м? Объясните ответ.

7 . Докажите, что если концы ломаной лежат по разные 
стороны от данной прямой, то она пересекает эту пря
мую.

8 . Чему равна сумма внешних углов выпуклого п-уголь
ника, взятых по одному при каждой вершине?

9. Углы выпуклого четырехугольника пропорциональны 
числам 1, 2, 3, 4. Найдите их.

10. Сколько сторон имеет правильный многоугольник, каж 
дый из внутренних углов которого равен: 1) 13Ь°,
2) 150°?

11. Сколько сторон имеет правильный многоугольник, ес
ли каждый из внешних его углов равен: 1) 36°, 2) 24°?

12. Докажите, что взятые через одну вершины правильного 
2н-угольника являются вершинами правильного н-уголь- 
ника.

13. Докажите, что середины сторон правильного н-уголь- 
ника являются вершинами другого правильного л- 
угольнивс.

14. Докажите, что правильные п-угольники с одинаковыми 
сторонами равны, т. е. совмещаются движеня ми.

15. Докажите, что правильные п-угольники подобны, т. е. 
переводятся друг в друга преобразованием подобия.

16. Сколько диагоналей у п-угольника?
17. Хорда, перпендикулярная радиусу и проходящая че

рез его середину, равна стороне правильного вписан
ного треугольника. Докажите.

18. У правильного треугольника радиус вписанной окруж
ности в два раза меньше радиуса описанной окружно
сти. Докажите.

19. Сторона правильного вписанного в окружность тре
угольника равна с. Найдите сторону квадрата, вписан
ного в эту окружность.

20. В окружность, радиус которой 4 дм, вписан правильный 
треугольник, на стороне которого построен квадрат. 
Найдите радиус окружности, описанной около квад
рата.

21. Конец валика диаметром в 4 см опилен под квадрат. 
Определите наибольший размер, который может иметь 
сторона квадрата.

22. Конец винта газовой задвижки имеет правильную трех
гранную форму. Какой наибольший размер может
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иметь каждая грань, е с л и  ц и л и н д р и ч е с к а я  часть винта 
имеет диаметр 2 см?

23. Докажите, что сторона правильного 8-Угольника ВЬ1‘
числяется по формуле ай =  В  2 — ]/2» гДе -Н — ра
диус описанной окружности.

24. Докажите, что сторона правильного 12 -угольника ЕЫ'
числяется по формуле а12 =  .к! 2 — [/3» где В  — ра
диус описанной окружности.

25. Найдите стороны правильного пятиуголЬНИка и пРа '  
вильного 10-угольника, вписанных в окружность Ра* 
диуса В .

26. Сторона правильного многоугольника равна а, а ра
диус описанной окружности В . Найдите радиус впи
санной окружности.

27. Сторона правильного многоугольника равна а, а ра
диус вписанной окружности г. Найдите раДиУе описан
ной окружности.

28. Выразите сторону Ь правильного описанного много
угольника через радиус В  окружности и сторону а 
правильного вписанного многоугольника с тем же чис'  
лом сторон.

29. Выразите сторону а правильного вписанного много
угольника через радиус В  окружности и сторону Ъ 
правильного описанного многоугольника с тем же 
числом сторон.

30. Впишите в окружность правильный 12 -угольник.
31. Опишите около окружности п р а в и л ь н е й  8-угольник.
32. Вычислите длину окружности, если радиус равен:

1) 10 м; 2) 15 м.
33. Н а сколько изменится длина окружности» если радиус 

изменится на 1 мм?
34. Найдите отношение периметра правильного вписан

ного 8-угольника к диаметру и сравните еро с прибли
женным значением л.

35. Решите задачу 34 для правильного 12 -угольника.
36. Найдите радиус земного ш ара, исходя из того, что 1 метр 

составляет одну 40-миллионную долю длины экватора.
37. Н а сколько удлинился бы земной экнат0Р» если бы 

радиус земного шара увеличился на 1 см?
38. п равных окружностей, расположенных внутри ок

ружности радиуса В , касаются между собой и данной 
окружности. Найдите радиус этих окрУжностей» если 
число их п равно: 1) 3; 2) 4; 3) 6.

39. Решите предыдущую задачу, если окружности распо
ложены вне данной окружности.

40. Шкив имеет в диаметре 1,4 м и делает 80 оборотов в 
минуту. Найдите скорость точки на окрУ?кности шкива.

6  А. В. Погорелое



Рис. 196

площадь большого квадрата равна сумме площадей малых 
квадратов. Так как площадь большого квадрата равна еди
нице, а число малых квадратов равно 102п, то площадь ма-

1лого квадрата -----.
Ю2П

Так как числа а : —  =  а ■ 10" и Ъ : —  =  Ь • 10"
10"  10 "

целые, то стороны прямоугольника можно разбить на целое 
число частей, равных Н а стороне о их будет а ■ 10",

а на стороне Ь их будет Ь ■ 10". Проведем через точки де
ления сторон прямые, параллельные сторонам прямоуголь
ника. При этом мы получим разбиение прямоугольника на
малые квадраты со стороной Число их будет о ■ Ю’ х

X Ь ■ 10". Площадь прямоугольника равна сумме площадей 
содержащихся в нем малых квадратов. Так как площадь
малого квадрата равна ——, а число их равно аЬ ■ 10®",ю2”
то площадь прямоугольника равна аЪ ■ 102" ■ —-  =  аЪ.102п

Пусть теперь хотя бы одна из сторон прямоугольника а 
и Ъ выражается бесконечной десятичной дробью. Обозначим 
через О! и с 2 приближенные значения числа а с недостатком 
и с избытком с точностью до п десятичных знаков. Прибли
женные значения числа Ь с той же точностью обозначим через 
Ь, и 62. Прямоугольник со сторонами с, и Ь, имеет площадь 
меньшую, чем данный, так как его можно поместить внутрь
164



данного. Прямоугольник со сторонами о2 и Ь2 имеет площадь 
большую, чем данный, так как данный прямоугольник можно 
поместить внутрь него. По доказанному площадь прямоу
гольника со сторонами ах и Ьг равна а1Ь1, а площадь пря
моугольника со сторонами а 3 и равна а ф 2. Таким образом, 
площадь 5  нашего прямоугольника заключена между а1Ь1 
и а ф 2- Так как аф г и а ф 2 дают приближенное значение аЪ 
с любой наперед заданной точностью, если п достаточно ве
лико, то 5  =  аЬ. Итак, площадь прямоугольника вычисляет
ся по формуле

8  =  аЪ.

ПЛОЩАДИ ПРОСТЫХ ФИГУР
Найдем площадь параллелограмма. Пусть АВ С Л  — дан

ный параллелограмм (рис. 197). Если он не является прямоу
гольником, то один из его углов, А  или В, острый Пусть для 
определенности угол А  острый, как изображено на рисунке 
197. Опустим перпендикуляр А Е  из вершины А  на прямую 
С П .  Площадь трапеции АВСЕ  равна сумме площадей па
раллелограмма А В С Л  и треугольника А Л Е .

Опустим перпендикуляр ВЕ  из вершины В  на прямую 
С П .  Тогда площадь трапеции А В С Е  равна сумме площадей 
прямоугольника А В Р Е  и треу1 ольника ВСЕ. Прямоуголь
ные треугольники А Л Е  и ВСЕ  равны, а значит, имеют рав
ные площади. Отсюда следует, что площадь параллелог
рамма АВ С Л  равна площади прямоугольника А В Е Е , т. е. 
равна А В  ■ ВЕ. Отрезок ВЕ  называется 
высотой параллелограмма, соответствующей 
сторонам А В  и С П .

Итак, площадь параллелограмма равна 
произведению его стороны на высоту, про
веденную к этой стороне.

Найдем площадь треугольника. Пусть рис. 197
А В С  — данный треугольник (рис. 198).
Дополним этот треугольник до параллелог
рамма АВ С Л , как указано на рисунке.
Площадь параллелограмма равна сумме пло
щадей треугольников АВС  и СЛА. Так как 
эти треугольники равны, то площадь парал
лелограмма равна удвоенной площади тре
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угольника А ВС . Высота 
параллелограмма, соответ
ствующая стороне А В , рав
на ' высоте треугольник0 
АВ С , проведенной к  сто
роне А В .

Отсюда следует, что пло
щадь треугольника равна 
половине произведения его 
стороны на высоту, прове
денную к этой стороне. 

З а д а ч а  (16). Докажите справедливость формулы для

Рис. 1С9

площади треугольника АВС: 

Р е ш е н и е .
ДО (рис. 199)

5  =  ± А В  
2

АС  • з т  А .

Проведем в треугольнике А В С  высоту 
1Имеем: в  =  —АС
2

В В . Из прямоугольного

треугольника А В В  В В  =  А В  • з т  а , если угол а  острый 
(рис. 199, о), В В  — А В  з т  (180° — а), если угол а тупой 
(рис. 199, б). Так как з т  (180° — а) =  з т  а, то в любом 
случае Б Д  =  А В  з т  а. Следовательно, площадь треуголь
ника 8  - —АС

2
А В  з т  А .

З а д а ч а  (37). Выведите формулу Герена1 для площади 
треугольника:

8  = У р { р  — а) (р  — Ъ)(р — с) ,

где а, Ь, с — длины сторон треугольника, а р  — полупери- 
метр.

Р е ш е н и е .  Имеем:

8  =  ~ аЬ  з т  у,

где у — угол треугольника, противолежащий стороне с. По 
теореме косинусов

с2 =  с 2 +  Ъ2 — 2аЬ соз у.

1 Гсрон Александрийский — древнегреческий учений. , - и в т й  в I
В* Н> 9а 
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Отсюда со 5 у = О» -I ь* — с»
2ад

з т 2 V =  1 — соз2 у =  (1 — соз у) (1 +  соз у) =>
_  Л   а2 +  Ь2 — с2 \ Л а2 +  Ь» — с»\ _

\  2аЬ /  \  2оЬ /
_  2аЬ — а2 — Ь2 +  с2 2аЬ +  а2 +  Ь2 — с2 _

2а6 2 (.6
_ с2 — (а -  ЬУ _ (д 4 - 6)̂  — с2 _

2сЬ 2гЬ

(С — С +  &) (с +  С — Ь) (С +  6 — С) (о +  6 +  с).4о2Ь2

Замечая, что (а +  Ь +  с) =  2р, а +  Ь — с =  2р — 2с, 
с  +  с — Ь =  2р — 2о, с — а +  Ь =  2р — 2а, получаем:

81п-у =  - - У р ( р —.а) (р — Ь)(р — с) .ао
Таким о'эразом,

5  =  | с 6  з т  у =  К Р!Р — о) (р — 6) (р — с) •

Найдем площадь трапеции. Пусть А В С В  — данная тра
пеция (рис. 200). Диагональ трапеции АС  разбивает еэ на 
два треугольника: АВС  и С Б А . Следовательно, площадь 
трапеции равна сумме площадей эти;: треугольников. Пло
щадь треугольника А В С  равна А В  ■ СВ, площадь треу

гольника АСЛ  равна — В С  ■ А Р . Зысэты СЕ  и А Р  этих
2

треугольников равны расстоянию между пара ялельными пря
мыми А В и С Л .  Это расстояние назыоаетоя высотой трапеции.

Следовательно, площадь трапеции равна произведению по
лусуммы ее оснований на высоту.

Б С

Рис. 200
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З а д а ч а  (38). Выведите следующие формулы для ра
диусов описанной (К) и вписанной (г) окружностей треу
гольника:

„  аЬс 25К  =  —  , г = -----------,
45 а  +  Ь +  с

где с, Ь, с — стороны треугольника, а 5  — его площадь. 
Р е ш е н и е .  Начнем с формулы для П. К ак  мы знгем,

Н — —-—, где а — угол, противолежащий стороне о тре- 
2 в’' ' а

угольника (задача 21 § 11).
Умножая числитель и знаменатель правой части на Ъс

1 , „  _  аЬси замечая, что — Ъс з т  а =  8 , получим: К =  — .
2 45

Выведем формулу для г (рис. 201). Площадь треугольника 
АВС  равна сумме площадей треугольников О АВ, ОВС и 
ОСА:

8  =  — сг — аг +  — Ьт\
2 2 2

Отсюда
25г =  —-------- .

а  +  Ь с

ПЛОЩАДИ ПОДОБНЫХ ФИГУР

Пусть Р г и Р 2 — две подобные простые фигуры. Выясним, 
как относятся площади этих фигур. Так как фигуры подобны, 
то существует преобразование подобия, при котором фигура 
Рх переходит в фигуру Р г.

Разобьем фигуру Рг на треугольники А,', А ',  А ', ... . 
Преобразование подобия, переводящее фигуру Рх в Р 2, 
переводит эти треугольники в треугольники А], А 2, А 3, ... 
разбиения фигуры Р 2. Площадь фигуры Рх равна сумме пло
щадей треугольников Л1, Д 2, ..., а площадь фигуры Р 2 
равна сумме площадей треугольников А], А 2, ... .

Если коэффициент подобия равен к, то размеры треуголь
ника А„ в к раз больше соответствующих размеров треуголь
ника А„. В частности, стороны и высоты треугольника А„
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в А раз больше, чем соответствующие стороны и высоты тре
угольника А ^ . Отсюда следует, что 18 ( А „ )  =  А2 Я ( А „ ) .  
Складывая эти равенства почленно, получим:

Я  ( Р 2 )  =  А 2 Я  ( Л ) .

Коэффициент пгдгбия А равен отношению соответствую
щих линейных размеров фигур Р 2 и Р1. Поэтому площааи 
подобных фигур относятся как квадраты их соответствующих 
линейных размеров.

ПЛОЩАДЬ КРУГА
Кругом  называется фигура, которая состоит из всех точек 

плоскости, находящихся на расстоянии, не большем данного, 
от данной точки. Эта точка называется центром круга, а дан
ное расстояние — радиусом круга. Границей круга является 
окружность с темя же центром и радиусом. Найдем формулу 
для площади круга.

Прежде всего докажем, что площадь выпуклого многоуголь
ника, описанного около круга, вычисляется по формуле

где р  — периметр, т. е. сумма длин сторон многоугольника, 
а г — радиус круга.

Проведем отрезки, соединяющие центр круга с вершина
ми многоугольника (рис. 202). Они разбивают наш много
угольник на треугольники А ±О А 2, А 2О А*, ... . Площадь 
многоугольника равна сумме плошадей треугольников. Пло
щади треугольников:

5  (А,ОА2) =  \  А гАг - г, Я (А2ОАв) =  ~  А гА ъ - г .........А А
Складывая площади треугольников, 
получим площадь многоугольника:

Я =  — А\Ац ■ т — А 2А 3 ■ г ... =

=  — (А}Ап +  А ,А 3 ...)г.

В скобках стоит периметр многоуголь
ника. Формула доказана.

Найдем теперь площадь Я круга 
радиуса К. Опишем около круге пра
вильней п-угольник Рх и впипЛи в риС. 202
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круг правильный п-угольник Р а (рис. 
203). Многоугольник Рх содержит
круг, а следовательно, имеет площадь, 

большую площади круга. Многоуголь
ник Р а содержится в круге, а поэтому 
имеет площадь, меньшую площа ди кру
га. Площади многоугольников Р , и Р 2:

5 , =  - р хР, 52=  ~ % г ,

где г — радиус окружности, вписанной 
в многоугольник Р .,  а и р2 — пери
метры многоугольников Рх и Р 2.

Пусть Ь И  С  --  стороны М Н О ГО У ГО Л ЬН И К О В  Рх и Р а. Из
треугольника АС В  (рис. 203) получаем:

а

А В  =

Отсюда пЪ

Л  С
»соз а  

п а

Ь 2
И Л И  —  =  ------

2 соз а
,  _ . „ 180э , гдеа =  А  ВАС = -----.

т. е. Рх ■■ Р2
соз а соз а

лучаем: г =  ОС =  В соз а . Теперь

Из треугольника О АС  по-

V _  1 « н1 „ Ра. |2 соз а
=  — р 2В соз а.

При достаточно большом п периметр р.г рколь угодно 
мало отличается от длины окружности круга, соз а  сколь 
угодно мало отличается от 1, так как угол а  сколь угодно 
мал. Следовательно, ВА сколь угодно мало отличается от 
т—, где I — длина окружности круга. По тем же соображениям 
2

с  М „и 8 2 сколь угодно мало отличается от —. Площадь круга

В заключена между Вх и Ва, поэтому и она сколь угодно ма
ло отличается от А  это может быть только в том случае,

„  ш когда В =  —.
Итак, пчощадь круга вычисляется по формуле

В =  — =  л В2.

Круго-ым сектором называется часть круга, лежащая 
внутри соответствующего центрального угла (рис. 204).
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Р и с . 205

Площадь кругового сектора вычисляется по формуле:

8=. яЯ2
360 а,

где К  — радиус круга, а а  — градусная мера соответствую
щего центрального угла.

Круговым сегментом называется сбщая часть круга и полу
плоскости (рис. 205). Площадь сегмента, не равного полухру- 
гу, вычисляется по формуле

О  Я Я 2 _1_ О8  =  а + 8.
360 —  Л ’

где а  — градусная мера центрального угла, который содержит 
дугу этого кругового сегмента, а <8Д — плсщадь треуголь
ника с вершинами в центре круга и концах радиусов, огра
ничивающих соответствующий сектор. Знак «—» надо орать, 
когда о <  180°, а знак « г »  надо брать, когда а  >  180°.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Сформулируйте свойства площади.
2. Докажите, что площадь прямоугольника со сторонами 

а и Ъ равна аЪ.
3. Докажите, что площадь параллелограмма равна про

изведению его стороны на высоту, проведенную к 
этой стороне.

4. Докажите, что площадь треугольника равна половине 
произведения его стороны на высоту, проведенную 
к этой стороне.

5. Докажите, что площадь трапеции равна произведению 
полусуммы оснований на высоту.

6. Докажите, что площадь описанного выпуклого много
угольника равна произведению его пслупериметра на 
рчдиус круга.

7. К ак  относятся площади подобных фигур?
8. Выведите формулу площади круга.
9. По каким формулам вычисляются площади кругового 

сектсра и кругового сегмента?
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УПРАЖ НЕНИЯ

1. Докажите, что сумма площадей квадратов, пострс енных 
на катетах прямоугольного треугольника, равна пло
щади квадрата, построенного на гипотенузе.

2. Стороны двух участков земли квадратной формы равны 
100 м и 150 м. Найдите сторону квадратного участка, 
равновеликого им.

3. Найдите площадь квадрата 5  по его диагонали а.
4. Во сколько раз площадь квадрата, описанного около 

окружности, больше площади квадрата, вписанного 
в ту же окружность?

5 . К ак  изменится площадь квадрата, если каждую его 
сторону увеличить в 3 раза?

6 . Во сколько раз надо уменьшить стороны квадрата, что
бы его площадь уменьшилась в 25 раз?

7 . Чему равны стороны прямоугольника, если они отно
сятся как 4 : 9 ,  а его площадь 144 м2?

8 . Чему равны стороны прямоугольника, если его пери
метр 74 дм, а площадь 3 м2?

9 . Параллелограмм и прямоугольник имеют одинаковые 
стороны. Найдите острый угол параллелограмма, если 
площадь его равна половине площади прямоугольника.

10. Квадрат и ромб имеют одинаковые периметры. К акая  
из фигур имеет большую площадь? Объясните ответ.

11. Найдите и ющадь ромба, если его высота 10 см, а ост
рый угол 30°.

12. Найдите площадь ромба, если его высота 12 см, а мень
шая диагональ 13 см.

13. Докажите, что площадь ромба равна половине произ
ведения дпагоналэй.

14. Найдите сторону ромба, зная, что его диагонали от
носятся как 1 : 2, а площадь ромба равна 12 см2.

15. Докажите, что если диагонали выпуклого четырех
угольника перпендикулярны, то его площадь равна 
половине произведения диагоналей.

16. Докажите справедливость формулы для площади треу
гольника АВС: /

8 =  - А В -  А С вт А .
2

17. У треугольника А В С  АС  =  а, ВС =  Ъ. При каком 
угле С площадь треугольника будет наибольшей?

18. Найдите площадь равнобедренного треугольника, у 
которого боковые стороны равны 1 м, а угол между 
ними равен 70°.

19. Найдите площадь параллелограмма, если его стороны 
2 м и  3 м, а один из углов равен 70°.
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20. Найдите площадь треугольника по стороне а и приле
жащим к  ней углам а  и  р.

21. Докажите, что площадь параллелограмма равна полови
не произведения диагоналей на синус угла между ними.

22. Докажите, что среди всех параллелограммов с данны
ми диагоналями наибольшую площадь имеет ромб.

23. Разделите данн/ий треугольник на три равновеликих 
части прямыми, проходящими через одну вершину.

24. Реш ш е предыдущую задачу, взяв вместо треугольш [ка 
параллелограмм.

25. Чему равна площадь равнобедренного треугольника, 
если его основание 120 м, а боковая сторона 100 м?

26. Найдите площадь равнобедренного прямоугольного тре
угольника с гипотенузой а.

27. У треугольника со сторонам;! 8 см и 4 см проведены вы
соты к  этим сторонам. Высота, проведенная к стороне 
8 см, равна 3 см. Чему равна высота, проведенная к 
стороне 4 сы?

28. Докажите, что стороны треугольника обратно пропор
циональны его высотам, т. е.

29. Найдите площадь равностороннего треугольника со 
стороной а.

30. Найдите площадь правильного треугольника, вписан
ного в круг радиуса Л.

31. Чему равна площадь прямоугольного треугольника, 
если его высота делит гипотенузу на отрезки 32 ом и 
18 см?

32. Чеп-'у равны катеты прямоугольного треугольника, ес
ли его гипотенуза равна 73 см, а площадь равна 1320 см2?

33. Найдите площадь треугольника по трем сторонам: 13, 
14, 15.

34. Найдите меньшую высоту треугольника со сторонами 
13, 14, 15.

35. Найдите площадь трапеции, у которой параллельные 
стороны 60 см и 20 см, а непараллельные — 13 см и 
37 см.

36. В равнобокой трапеции большее основание равно 44 м, 
боковая сторона 17 м и диагональ 39 м. Найдите пло
щадь трапеции.

37. Выведите формулу Герона для площади треугольника:

«  =  К р (р  — о)(Р — б)(р — с) ,

где а, Ь, с — длины сторон треугольника, а р  — полу- 
периметр.
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38. Выведите следующие формулы для ра
диусов описанной (К ) и вписанной 
(г) окружностей треугольника:

_  аЬс 25■В =  — г = ----------- ,45 а + Ь + с
где а,  Ь, с — стороны треугольника,
а 8  — его площадь.

39. Найдите радиусы описанной (К ) и впи
санной (г) окружностей для треуголь
ника со сторона <ш: 1) 13, 14, 15;
2) 15, 13, 4; 3) 35, 29, 8; 4) 4, 5, 7.

40. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна 
6 см, высота равна 4 см. Найдите радиус описанной 
окружности.

41. Докажите, что в прямоугольном треугольнике радиус 
вписанной окружности равен половине разности между 
суммой катетов и гипотенузой.

42. Катеты прямоугольного треугольника ра вны 40 см и 
42 см. Найдите радиусы описанной и вписанной окруж
ностей.

43. Найдите площадь круга, если длина окружности I.
44. Найдите площадь кругового кольца (рис. 206), заклю

ченного между двумя окружностями с одним и тем же 
центром и радиусами: 1.) 4 см и 6 см; 2) 5,5 м и 6,5 м;
3) а и Ь (а > Ь).

45. Во сколько раз увеличится площадь круга, если его 
диаметр увеличить: 1) в 2 раза ; 2) в 5 раз; 3) в тп раз?

46. Найдите отношение площади круга к площади вписан
ного в него: 1) квадрата; 2) правильного треугольника;
3) правильного шестиугольн чка.

47. Найдите отношение площади круга, вписанного в пра
вильный треугольник, к  площади круга, описанного 
около него.

48. Найдите отношение площади круга, описанного около 
квадрата, к  площади круга, вписанного в него.

49. Налдите площадь сектора крз га радиуса К,  если соот
ветствующий этому сектору центральный угол равен:
1) 40°; 2) 90°; 3) 150°; 4) 240°; 5) 300°; 6) 330°.

50. Дчка окружность радиус» Л . Найдите площадь секто
ра, соответствующего дуге с длиной, равной: 1) К, 2) I.

51. Найдите площадь кругового сегмента с основанием а}^3
и высотой —.

2
52. Найдите площадь той части круга, которая располо

жена вне вписанного в него: 1) квадрата, 2) правильного 
треугольника, 3) правильного шестиугольника. Р а 
диус круга В.



9 к л а с с

СТЕРЮМЕТРИЯ

§ 14. АЧСИОМЫ СТЕРЕОМЕТРИИ
Стереометрия — это раздел геометрии, в котором изу

чаются фигуры в пространстве. В стереометрии так же, как 
и в планиметрии, свойства геометоических фигур устанав
ливаются пугегх доказательства соответствующих теорем. 
При этом отправными являются свойства основных геометри
ческих фигур, выражаемые аксиомами. Основными фигурами 
в пространства являются точка, прямая и плоскость. Вве
дение нового геометрического образа — плоскости — застав
ляет расширить систему аксиом. А именно мы вводим группу 
аксисм С, которая выражает основные свойства плоскостей в 
пространстве. Э”а группа состоит из следующих трех ак
сиом:

Сх. Какова бы ни была плоскость, существуют точки, при
надлежащие этой плоскости, и точки, не принадлежащие ей.

С2. Если две различные плоскости имеют общую точку, то 
они пересекаются по прямой.

Этой аксиомой утверждается, что если две различные 
плоскости а и р  имеют общую точку, то существует прямая с, 
принадлежащая каждой из этих плоскостей. При этом если 
точка С принадлежит обеим плоскостям, то она принадлежит 
прямой с.

С3. Если две различные прямые имеют общую точку, то 
через них  / д.ежно провести плоскость, и притом только 
одну.

Это значит, что если две различные прямые а и Ь имеют 
общую точку С, то существует плоскость у, содержащая 
прямые а и Ь. Плоскость, обладающая этим свойством, един
ственна.

Т а п ш  образом, система аксиом стереометрии состоит 
из аксиом планиметрии и группы аксиом С. Д ля  удобства 
изложения напомним аксиомы планиметрии первой 
группы,

1.. Какова бы ни была прямая, существуют точки, принад
лежащие этой прямой, и  течки, не принадлежащие ей.

1.. Через любые две точки можно провести прямую, и толь
ко одну.
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НЕКОТОРЫЕ СЛЕДСТВИЯ АКСИОМ СТЕРЕОМЕТРИИ
Т е о р е м а  14.1. Через прямую и не лежащую на ней точ

ку можно провести плоскость, и притом только одну.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а — данная прямая и 

В — не лежащая на ней точка (рис. 207). Отметим на прямой 
а какую-нибудь точку А . Такая точка существует по аксиоме 
I!. Проведем через точки Л  и В прямую Ъ (аксиома I.,). П ря
мые а и Ь различны, так как точка В  прямой Ъ не лежит на 
прямой а. Прямые а  и & имеют общую точку А . Проведем 
через прямые а и Ь плоскость а (аксиома С?). Эта плоскость 
проходит через прямую а и точку В.

Докажем теперь, что плоскость а , проходящая через пря
мую а и точку В, единственна. Допустим что существует 
другая, отличная от ос, плоскость ос', проходящая через 
прямую а и точку В. По аксиоме С2 плоскости а  и ос', буду
чи различными, пересекаются по прямой. Следовательно, лю
бые три общие точки плоскостей а  и а '  лежат на прямой. 
Но точка В и две точки прямой а заведомо не лежат на одной 
прямой. Мы пришли к противоречию. Теорема доказана пол
ностью.

З а д а ч а  (5). Четыре точки не лежат в одной плоско
сти. Могут ли какие-нибудь три из них лежать на одной пря
мой? Объясните ответ.

Р е ш е н и е .  Допустим, что какие-нибудь три точки 
лежат на одной прямой. Проведем через эту прямую и чет
вертую точку плоскость (теорема 14.1). В этой плоскости ле
жат все четыре точки. А это противоречит условию задачи. Зна
чит, никакие три точки не могут лежать на одной прямой.

Т е о р е м а  14.2. Если две точки пря
мой принадлежат плоскости, то вся пря
мая принадлежит этой плоскости.

Д о к а з а  г е л ь с т в о .  Пусть а — 
данная прямая и ос — данная плоскость 
(рис. 208). По аксиоме I! существует 
точка А ,  не лежащая на прямой а. Про
ведем через прямую а и точку А  плос
кость ос'. Если плоскость ос' совпадает с 
а , то плоскость а  содержит прямую а, 
что и утверждается теоремой. Если пло
скость а' отлична от а , то эти плоско
сти пересекаются по прямой а , содер
жащей две точки прямой а. По аксиоме
I., прямая а ' совпадает с а и, следова
тельно, прямая а лежит в плоскости а. 
Теорема доказана.

Из теоремы 14.2 следует, что плос
кость и не лежащая на ней прямая либо не

Рчс. 207
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пересекаюг ся, либо перес '.каются в одной 
точке.

З а д а ч а  (7). Даны две различные 
прямые, пересекающиеся в точке А . До
кажите, что все прямые, пересекающие 
две данные и не проходяшие через точку
A , лежат в одной плоскости.

Р е ш е н и е. Проведем через данные
прямые а и Ь плоскость ос (рис. 209). Это 
можно сделать по аксиоме С3. Прямая с, 
пересекающая данные прямые, имеет с 
плоскостью ос две общие точки М  и N  
(точки пересечения с данными прямыми).
По теореме 14.2 эта прямая должна ле
жать в плоскости а.

Т е о р е м а  14.3. Через три точки, не лежащие ка прямой, 
можно провести плоскость, и притом только одну.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А , В, С — три данные 
точки, не лежащие на одной прямой (рис. 210). Проведем 
прямые А В  и А С ш, они различны, так как точки А , В , С не 
лежат на одной прямой. По аксиоме С3 через прямые А В  и 
АС  можно провести плоскость ос. Эта плоскость содержит 
точки А ,В ,С .

Докажем, что плоскость ос, проходящая через точки А,
B, С , единственна. Действительно, плоскость, проходящая 
через точки А , В, С, по теореме 14.2 содержит прямые А В  
и АС. А по аксиоме С3 такая плоскость единственна.

З а д а ч а  (11). Можно ли провести плоскость через три 
точки, если они лежат на одной прямой? Объясните ответ.

Р е ш е н и е .  Пусть А , В , С — три точки, лежащие на 
прямой а. Возьмем точку О , не лежащую на прямой а (аксио
ма 1х). Через точки А , 3 ,  Б  можно провести плоскость (тео
рема 14.3). Эта плоскость содержит две точки прямой а — 
точки А  и В, а значит, содержит и точку С этой прямой 
(теорема 14.2). Следовательно, через три точки, лежащие 
на одной прямой, всегда можно провести плоскость.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Что такое стереометрия?
2. Сформулируйте аксиомы группы С.
3. Докажите, что через прямую и не лежащую не ней точ

ку можно провести плоскость, и притом только одну.
4. Докажите, что если дче точки прямой принадлежат 

плоскости, то вся прямая принадлежит плоскости.
5. Докажите, что через три точки, не лежащие на одной 

прямой, можно провести плоскость, и притом только 
одну.

Рис. 209

Рис. 210
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1. Точки А , В , С и 2) не лежат в одной плоскости. Д ока
жите, что прямые А  В  и С!) не пересекаются.

2 . Можно ли через точку пересечения двух данных пря
мых провести третью прямую, не лежащую с ними в 
одной плоскости? Объясните ответ.

3. Точки А , В, С лежат в каждой из двух различных пло
скостей. Докажите, что эти точки лежат на одной прямой.

4. Даны три различные попарно пересекающиеся плоско
сти. Докажите, что если две из прямых Пересе хения 
этих плоскостей пересекаются, то третья прямая про
ходит через точку их пересечения.

5 . Четыре точки не лежат в одной плоскости. Могут ли 
какие-нибудь три из них лежать на одной прямой? 
Объясните ответ.

6 . Даны две не пересекающиеся плоскости. Докажите, 
что прямая, пересекающая одну из этих плоскостей, 
пересекает и другую.

7. Даны две различные прямые, пересекающееся ь точке 
А . Докажите, что все прямые, пересекающие дань ые и 
не проходящие через точку А , лежат в одной плоскости.

8. Докажите, уто все прямые, пересекающие данную пря
мую и проходящие через данную точку вне прямой, 
лежат в одной плоскости.

9. Докажите, что если прямые А В  и СП не лежат в одной 
плоскости, то прямые АС  и В Ь  также не лежат в одной 
плоскости.

10. Даны четыре точки, не лежащие в одной плоскости. 
Сколько можно провести различных плоскостей, про
ходящих через три из этих точек? Объясните ответ.

11. Можно ли провести плоскость через три точки, если 
они лежат на одной прямой? Объясните ответ.

12. Можно ли через три точки, лежащие на одной прямой, 
провести две различные плоскости? Объясните ответ.

13. Д ан и  четыре точки. Известно, что прямая, проходящая 
через любые две из этих точек, не пересекается с пря
мой, проходящей через другие две точки. Докажите, 
что данные четыре точки не лежат в одной плоскости.

§ 15. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ
ПАРАЛПЕЛ1НЫЕ ПРЯМЫЕ В ПРОСТРАНСТВЕ

Две прямые в пространстве называются параллельными, 
если они лежат в одной плоскости и не пересекают* я . П ря
мые, которые не пересека ются и  не лежат в одной плоскости, 
называются скрещивающимися.

УПРАЖ НЕНИЯ
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З а д а л а  (1). Докажите, что все 
прямые, пересекающие две данные 
параллельные прямые, лежат в одной 
плоскости.

Р е ш е н и е .  Так как данные пря
мые а и Ь параллельны, то через них 
можно провести плоскость (рис. 211).
Обозначим ее а . Прямая с, пересека
ющая данные параллельные прямые, 
имеет с плоскостью ос две общие точ
ки — точки пересечения с данными 
прямыми. По теореме 14.2 эта прямая 
лежит в плоскости ос. Итак, все пря
мые, пересекающие две данные парал
лельные прямые, лежат в одной пло
скости — плоскости а.

Т е о р е м а  15.1. Через точку вне 
данной прямой можно провести прямую , 
параллельную этой прямой, и притом 
только одну.

Д о к а з а т е  л ь с т в о. Пусть 
а — данная пряма я и А  — точка, не 
лежащ ая на этой прямой (рис. 212).
Проведем через прямую а и точку А  
плоскость а . Проведем через точку А  
в плоскости а  прямую в ,, параллель
ную а. Докажем, что прямая щ , параллзчъная а, единственна.

Допустим, что существует другая прямая а 2, проходящая 
через точку А  и параллельная прямой а. Через пря
мые а и а 2 можно провести плоскость а 2. Плоскость а 2 проходит 
через прямую а и точку А; следовательно, по теореме 14.1 
она совпадает с а . Теперь по аксиоме параллельных прямые 
а г и а 2 совпадают. Теорема доказана.

З а д а ч а  (2). Прямые а и Ь пересекаются. Докажите, 
что все прямые, параллельные прямой Ь и пересекающие 
прямую а , лежат в одной плоскости.

Р е ш е н и е .  Пусть с — прямая, параллельная прямой 
Ь и пересекающая прямую а (рис. 213). Проведем через пря
мые а и Ь плоскость сс. Проведем через точку С пересечения 
прямых а  и с в плоскости ос прямую с , параллельную Ь. 
По теореме 15.1 через точку С можно провести только одну 
прямую, параллельную Ь. Отсюда следует, что прямая с 
совпадает с прямой с ', а значит, лежит в плоскости ос. Итак, 
любая прямая с, параллельная Ъ и пересекающая прямую 
а, лежит в плоскости ос. Что и требе валось доказать.

Т е о р е м а  15.2. Две прямые, параллельные третьей пря
мой, параллельны.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
прямые Ъ и с параллельны прямой а. 
Докажем, что прям] 1е Ъ и с парал
лельны.

Случай, когда прямые а, Ь, с ле
жат в одной плоскости, был рассмот
рен в планиметрии. Поэтому предпо- 

Рьс. 214 ложим, что наши прямые не лежат в
одной плоскости. Пусть р— плоскость, 
в которой лежат прямые а и Ь, а у— 
плоскость, в которой лежат прямые а и 
с. Плоскости р и у различны (рис. 214). 
Отметим на прямой Ь какую-нибудь 
точку В  и проведем плоскость ух че
рез прямую с и точку В. Она пересе
чет плоскость р по прямой Ьх.

Прямая Ьх не пересекает плоскость у. 
Действительно, точка пересечения дол- 

Рис. 215 жна принадлежать прямой а, так как
прямая Ьх лежит в плоскости р. С другой стороны, она должна 
лежать и на прямой с,так как прямая 6Х лежит в плоскости 
ух. Но прямые а  и с как параллельные не пересекаются.

Так как прямая Ь1 лежит в плоскости р и не пересекает 
прямую о, то она параллельна а, а значит, совпадает с Ь 
по аксиоме параллельных. Таким образом, прямая Ь, совпа
дая с прямой бх, лежит в одной плоскссги с прямой с (в плос
кости ух) и не пересекает ее. Значит, прямые б и с  параллель
ны. Теорема доказана.

З а д а ч а  (10). Докажите, что середины сторон про
странственного четырехугольника являются вершинами па
раллелограмма .

Р е ш е н и е .  Пусть А В С В  — данный пространствен
ный четырехугольник (вершины четырехугольника не ле
жат в одной плоскости) (рис. 215). Пусть А 1г Вх, Сх, В х — 
середины его сторон. Тогда А 1В 1 — средняя линия треуголь
ника АВС, параллельная стороне АС, СХБ Х — средняя ли
ния треугольника АСЮ, тоже параллельная стороне АС. 
По теореме 15.2 прямые АХБ Х и Сх1)х параллельны, а значит, 
лежат в одной плоскости. Точно так же доказывается парал
лельность прямых А 1В 1 и  В 1С1. Итак, четырехугольник 
-АхВхСх.Ох лежит в одной плоскости и его противолежащие 
сгоргны параллельны. Следовательно, он — параллелограмм.

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ
Прямая и плоскость называются параллельными, если 

они не пересекаются.
Т е о р е м а  15 3. Если прямая, не принадлежащая плоско

сти, параллельна какой-нибудь прямой е этой плос
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кости, то она параллельна и самой плос
кости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а — 
плоскость, а — не лежа цая в ней пря
мая и а1 — прямая в плоскости а , парал
лельная прямой а. Проведем плоскость 
а 1 черзз прямые а и  аг (рис. 216). Она 
отлична от а , гак как прямая а не лежит 
в плоскости а. Плоскости а и ах пере- Рис. 216
секаются по прямой а1. Если бы прямая 
а пересекала плоскость а, то точка пере
сечения принадлежала бы прямой а1. Но 
это невозможно, так как прямые а и  а1 
параллельны. Итак, прямая а не пересе
кает плоскость а, а значит, параллельна /  
плоскости а . Теорема доказана. /

З а д а ч а  (16). Докажите, что через / ос 
любую из двух скрещивающихся пря
мых можно провести плоскость, парал- Рис. 217
лельную другой прямой.

Р е ш е н и е .  Пусть а и Ъ — две скрещивающиеся пря
мые (рис. 217). Возьмем на прямой а любую точку и прове
дем через нее прямую Ъ', параллельную прямой Ъ. Прове
дем через прям Ые а и Ъ' плоскость а . По теореме 15.3 она 
будет параллельна прямой Ь.

ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ
Две плоскости называются параллельными, если они нэ 

пересекаются.
Т е о р е м а  15.4. Две плоскости параллельны, если одна из 

них параллельна двум пересекающимся прямым, лежащим 
в другой плоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и р  — данные плос
кости и Ьц Ь2 — Две пересекающиеся прямые в плоскости р, 
параллельные плоскости ос (рис. 218). Плоскости а и р  раз
личны. Допустим, что они пересекаются по некоторой пря
мой с. Прямые и Ь2 не пересекают плос
кость а ; следовательно, не пересекают 
прямую с этой плоскости. Но это невоз
можно по аксиоме параллельных, так как 
прямые Ьц Ь2 и с лежат в одной плос
кости — плоскости р. Мы пришли к про
тиворечию. Теорема доказана.

З а д  а ч а (19). Даны Дье скрещиваю
щиеся прямые. К ак  провести через них 
две параллельные плоскости?

Рис. 218
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Р е ш е н и е .  Пусть а и Ь — данные скрещивающиеся 
пряные (рис. 219). Через произвольную точку прямой а 
проведем прямую Ъ' , параллельную Ь, а через произвольную 
точку прямой Ь проведем прямую о ', параллельную с. Теперь 
проЕедем две плоскости—одну через прямые а и 6', а другую 
через прямые Ь и а ' . По теореме 15.4 э^и плоскости параллель
ны. В первой из них лежит прямая а, а во второй — прямая Ь.

Т е с р е м а  15.5. Через точку вне данной плоскости мож
но провести плоскость, параллельную  данной, и притом толь
ко одну.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем в данной плоскости 
а какие-нибудь две пересекающиеся прямые а и Ь (рис. 220). 
Через данную точку А  проведем параллельные им прямые 
С) и Ь|. Плоскость р, проходящая через прямые а1 и Ь1г по 
теореме 15.4 параллельна плоскости а.

Допустим, что через точку А  проходит другая плоскость— 
Р', параллельная плоскости а. Плоскость параллельных 
прямых а  и сгг пересекает плоскость Р' по прямой а'. Пря
мая а не пересекает прям;тю а, так как она не пересекает 
содержащую а  плоскость а. Поэтому прямая а' параллельна 
прямой а н, значит, по аксиоме параллельных совпадает с 
прямой а} . Плоскость параллельных прямых Ъ и Ъх пересекает 
плоскость Р' по прямой Ь'. Прямая Ь' не пересекает прямую Ь. 
Поэтому прямая Ь’ параллельна прямой Ь, а значит, совпадает 
с прямой Ьх. Так как по аксиоме Сз через прямые аг и Ь, можно 
провести только одну плоскость, то плоскость р' совпадает с 
плоскостью р. Мы пришли к противоречию. Теорема доказана.

З а д а ч а  (23). Плоскости а и р  параллельны плоскости у. 
Могут ли плоскости а и р  пересекаться?

Р е ш е н и е .  Плоскости а и р не могут пересекаться. Если 
бы плоскости а и р  имели общую точку, то через эту точку 
проходили бы две плоскости (а и Р), параллельные плос
кости у. А это противоречит теореме 15.5.
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Рис. 221

Т е о р е м а  15.6. Если две парал
лельные плоскости пересекаются трет ь- 
ей, то прямые пересечения параллельны
(р и с .2 2 1 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно 
определению параллельные прямые — 
это прямые, которые лежат в одной 
плоскости и не пересекаются. Наши 
прямые лежат в одной плоскости — се
кущей плоскости. Они не пересекают
ся, так как не пересекаются содержа
щие их параллельные плоскости. Зна
чит, прямые параллельны. Теорема 
доказана.

З а д а ч а  (33). Даны две параллельные плоскости аг 
и а 3 и точка А , не лежащая ни в одной из этих плоскостей. 
Через . точку А  проведена произвольная прямая. Пусть 
Хх и Х 2 — точки пересечения ее с плоскостями а г и а г. До
кажите, что отношение длин отрезкоз А Х 1 : А Х й не зависит 
от взятой прямой.

Р е ш е н и е .  Проведем через Точку А  другую пргмую 
и обозначим через У х и Уо точки пересечения ее с плоско
стями а г и а 2 (рис. 222). Проведем через прямые А Х г и АУх 
плоскость. Она пересечет плоскости а, и а 2 по параллельным 
прямым Х 1У 1 и X 2У 2 (теорема 15.6). Отсюда следует подобие 
треугольников АХхУх и А Х 2У 2. А  из подобия треугольников 
следует пропорция

А Х г _  А Г ,
а х 2 ~  а т 2’

т. е. отношения А Х г : А Х г и А У  х : А У 2 одинаковы для обзих 
прямых.

Т е о р е м а  15.7 Отрезки параллельных прямых, заклю
ченные между двумя параллельными плоскостями, равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть аг и а-2 — параллельные 
плоскости, а и Ь — пересекающие их параллельные пря-
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мые, Ац А 2 и  Б „  В 2—точки пересечения прямых с плос
костями (рис. 223). Проведем через прямые а и Ь плоскость. 
Она пересекает плоскости а 1 и а 2 по параллельным прямым 
А 1В 1 и  А 2В 2. Четырехугольник А 1В 1В 2А Я — параллелог
рамм, так как у него противолежащие стороны параллельны. 
А у параллелограмма противолежащие стороны равны. Зна
чит, АаА 2 — Б^В^. Теорема доказана.

Д ля изображения пространственных фигур на плоскости 
обычно пользуются параллельным проектированием. Этот спо
соб изображения фигуры состоит в следующем. Берем произ
вольную прямую К, пересекающую плоскость чертежа, и прово
дим через произвольную точку А фигуры прямую, параллель
ную Л. Точка А г пересечения этой прямой с плоскостью чертежа 
будет изображением точки А (рис. 224). Построив таким обра
зом изображение каждой точки фигуры, получим изображение 
самой фигуры. Такой способ изображения пространственной 
фигуры на плоскости соответствует зрительному восприятию 
фигуры при рассматривании ее издали.

Отметим некоторые свойства изображения фигуры на 
плоскости, вытекающие из описанного ее построения.

Прямолинейные отрезки фигуры изображаются на пло
скости чертежа отрезками (рис. 225). Действительно, все 
прямые, проектирующие точки отрезка АС, лежат в одной 
плоскости, пересекающей плоскость чертежа а  по прямой 
А 1С1. Произвольная точка В  отрезка АС  изображается точкой 
В1 отрезка А 1С1.

З а м е ч а н и е .  В только что доказанном свойстве и да
лее предполагается, конечно, что проектируемые отрезы не 
параллельны направлению проектирования.

Параллельные отрезки фигуры изображаются на плоско
сти чертежа параллельными отрезками (рис. 226). Дейст-

ИЗ ОБР АЖЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ФИГУР 
НА ПЛОСКОСТИ

А

Рис. 224 Рис. 225 Р ис. 226
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вительно, пусть АС и А 'С '— параллель
ные отрезки фигуры. Прямые А ХСХ и 
А\С\ параллельны, так как они полу
чаются при пересечении параллельных 
плоскостей с плоскостью а. Первая 
из этих плоскостей проходит через пря
мые АС  и А А ц  а вторая — через пря
мые А 'С ' и А 'А

Отношение отрезков одной прямой Рис. 227
или  парслчелъных прямых сохраняется 
при параллельном проектировании.

Покажем, например, что (рис. 227)
—  (*)
ВС ь ,с1

Проведем через точку В  прямую, параллельную А хСг. 
Треугольники ВАА% и ВСС2 подобны. Из подобия треуголь
ников следует пропорция (*).

З а д а ч а  (39). Дана параллельная проекция треуголь
ника. К ак построить проекции медиан этого треуголь
ника?

Р е ш е н и е .  При параллельном проектировании со
храняется отношение отрезков прямой. Поэтому середина 
стороны треугольника проектируется в середину проекции 
этой стороны. Следовательно, проекции медиан треуголь
ника будут медианами его проекции.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Какие прямые в пространстве называются параллель
ными?

2. Какие прямые называются скрещивающимися?
3. Докажите, что через точку вне данной прямой можно 

провести прямую, параллельную этой прямой, и при
том только одну.

4. Докажите, что две прямые, параллельные третьей, па
раллельны.

5. Что значит: поямая и плоскость параллельны?
6. Докажите, что плоскость и не лежащая в ней прямая 

параллельны, если в плоскости найдется прямая, па
раллельная данной прямой.

7. Какие плоскости называются параллельными?
8 Докажите, что две плоскости параллельны, если одна 

из них параллельна двум пересекающимся прямым, 
лежашим в другой плоскости.

9. Докажите, что через точку вне данной плоскости можно 
провести плоскость, параллельную данной, и притом 
только одну.
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10. Докажите, что если две параллельные плоскости пере
секаются третьей, то прямые пересечения парал
лельны

11. Докажите, что отрезки параллельных прямых, зак
люченные между двумя параллелью тми плоскостями, 
равны.

12. Перечислите свойства параллельного проектирования.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Докажите, что все прямые, пересекающие две данные 
параллельные прямые, лежат в одной плоскости.

2. Прямые а и & пересекаются. Докажите, что все пря
мые, параллельные прямой Ъ и пересекающие прямую 
а, лежат в одной плоскости.

3. Докажите, что если плоскость пересекает одну из двух 
параллельных прямых, то она пересекает и другую.

4. Через концы отрезка А В  и его середину М  проведены 
параллельные прямые, пересекающие некоторую пло
скость в точках А „  В, и М ,. Найдите длину отрезка 
М М „  если отрезок А Ь  не пересею ет плоскость и если:
1) АА. = 5  м, З В ,= 7  м ;  2) А А ,  = 3  6 дм, В В , =  4,8 дм; 
3) А А ,  == 8,3 см, В В , =  4,1 см; 4) А А  =  а, В В , =  Ь.

5. Решите предыдущую згдачу при условии, что отрезок 
А В  пересекает плоскость.

6 . Через конец А  отрэзка А В  проведена плоскость. Ч е
рез конец В  и точку С этого отрезка проведены парал
лельные прямые, пересекающие плоскость в точках В, и 
С,. Найдите длину отрезка ВВ„  если: 1) СС, =  15 см, 
А С : ВС  = 2 :  3; 2) С С ,= 8,1  см, А В  : А С = 11 : 9; 3) АВ =  
=  6 ом, АС  : СС, =  2 : 5; 4) АС  =  а, ВС  =  Ь, СС* = с .

7. Даны параллелограмм А В С В  и нэ пересекающая его 
плоскость. Через вор шины параллелограмма прове
дены параллельные прямые, пересекающие данную 
плоскость в точках А ,  В„ С „ В ,.  Найдите длину отрезка 
В В „  если: 1) А А 1 = 2  м, ВВ, = 3  м, ССХ = 8  м; 2) АА^  = 4  м, 
В В , =  3 м, СС, =  1 м; 3) А А , =  а, В Ь ,= Ь , СС,=с.

8. Прямые а и & не лежат в одной плоскости. Можно ли про
вести прямую с, параллельную прямым а и Ь? Объясните 
ответ.

9. Тэчки А , В, С, В  не лежат в одной плоскости. Д ока
жите, что прямая, проходящая через середины отрез
ков А В  и ВС, параллельна прямой, проходящей через 
середины отрезков А В  и СЛ.

10. Докажите, что середины сторон пространственного че- 
тырзхугольника являются вершина.,ти параллелограмма.

11. Даны четыре точки А , В , С, О, не лежащие в одной плос
кости. Докажите, что прямые, соединяющие середины от
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резков А В  и СБ, АС  и ЕЛ), АЛ) и ВС, пересекаются в одной 
точке.

12. Дан треугольник АВС . Плоскость, параллельная пря
мой А В , пересекает сторону АС  этого треугольника 
в точке А г, а сторону ВС  — в точке В х. Найд гге дли
ну отрезка А^В^, если: 1) А В  =  15 см, А А Х : АС  =  
=  2 : 3 ;  2) А В  =  8 см, А А , : АЛ2 =  5 : 3 ;  3) В.С  =  
=  10 см, А В : ВС. =  4 : 5; 4) А А 1 =  а, А В  =  Ь, А ХС = с.

13. Через данную точку проведите прямую, ‘параллельную 
каждой из двух данных пересекающихся плоскостей.

14. Докажите, что если прямые А В  и СЛ‘ скрещивающиеся, 
то прямые АС  и В Б  тоже скрещивающиеся.

15. Прямые А В  и СБ  пересекаются. Могут ли прямые 
АС  и В Б  быть скрещивающимися?

16. Докажите,что через любую из двух скрещивающихся пря
мых можно провести плоскость, параллельную другой 
прямой.

17. Докажите, что если две плоскости, пересекающиеся по 
прямой а, пересекают плоскость а  по параллельным 
прямым, то прямая а параллельна плоскости а .

18. Докажите, что если прямая пересекает одну из двух 
параллельных плоскостей, то она пересекает и другую.

19. Даны две скрещивающиеся прямые. К ак  провести 
через них две параллельные плоскости?

20. Через данную точку пространства проведите прямую, 
пересекающую каждую из двух скрещивающихся пря
мых. Всегда ли это возможно?

21. Докажите, что геометрическое место середин отрезков с 
концами на двух скрещивающихся прямых есть'плоскость.

22. Даны четыре точки А , В , С и Б ,  не лежащие в одной 
плоскости. Докажите, что любая плоскость, парал
лельная прямым А В  и С Б, пересекает прямые АС, 
А Б , В Б  и ВС  в вершинах параллелограмма.

23. Плоскости а и р  параллельны плоскости у. Могут ли 
плоскости а и р  пересекаться?

21. Плоскости а и р  пересекаются. Докажите, что любая 
плоскость у пересекает хотя бы одну из плоскостей а , р.

25. Докажите, что все прямые, проходящие через данную точ
ку параллельно данной плоскости, лежат в одной плоскости.

23. Через данную точку проведите плоскость, параллель
ную каждой из двух пересекающихся прнмюх* Всегда 
ли это возможно?

27. Параллелограммы А В С Б  и А В С 1Б 1 лежат в разных 
плоскостях. Докажите, что четырехугольник С Б Б гСг 
тоже параллелограмм. ,

23. Через верпыны параллелограмма А В С Б , лежащего в 
одной из двух параллельных плоскостей, проведены 
параллельные прямые, пересекающие вторую плоскость
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в точках А г, С1г И 1. Докажите, что четырехуголь
ник Л 1В1С1Х)1 тоже параллелограмм.

29. Через вершины треугольника А В С , лежащего в одной из 
двух параллельных плоскостей, проведены параллельные 
прямые, пересекающие вторую плоскость в точках А г, 5 ц  
Ск. Докажите равенство треугольников А В С  и А 1В 1Сг.

30. Три прямые, проходящие через одну точку, пересекают 
данную плоскость в точках А , В , С, а параллел ьную 
ей плоскость в точках А 1г В и  Сг. Докажите подобие 
треугольников АВС  и А 1В1Сг.

31. Докажите, что если четыре прямые, проходящие через 
точку А ,  пересекают плоскость а  в вершинах паралле
лограмма, то они пересекают любую плоскость, па
раллельную а  и не проходящую через А , тоже в вер
шинах параллелограмма.

32. Даны две параллельные плоскости. Через точки А  и 
В  одной из этих плоскостей проведены параллельные 
прямые, пересекающие вторую плоскость в точках А г 
и В г. Чему равен отрезок А ^В ц  если А В  =  о?

33. Даны две параллельные плоскости и а 2 и точка А , 
не лежащ ая ни в одной из этих плоскостей. Через точ
ку А  проведена произвольная прямая. Пусть Х х и 
Х 2 — точки пересечения ее с плоскостями аг и а 2. 
Докажите, что отношение длин отрезков А Х 2 : А Х 2 не 
зависит от взятой прямой.

34. Точка А  лежит вне плоскости а, X  — произзольная 
точка плоскости а, X '  — точка отрезка А Х ,  делящая 
его в отношении т : п. Докажите, что геометрическое 
место точек X '  есть плоскость, параллельная плоскости а.

35. Даны три параллельные плоскости: а 2, а 3. Х 1г
Х 2, Х 3 — точки пересечения этих плоскостей с про
извольной прямой. Докажите, что отношение длин от
резков Х 2Х 2: Х .,Х 3 не зависит от прямой, т. е. оди
наково для любых двух прямых.

36. Даны четыре параллельные прямые. Докажите, что 
если какая-нибудь плоскость пересекает эти прямые 
в вершинах параллелограмма, то любая плоскость, не 
параллельная данным прямым, пересекает их в верши
нах некоторого параллелограмма.

37. Даны две параллельные плоскости, пересекающая их 
прямая и окружность в одной из плоскостей. Через 
каждую точку X  окружности проводится прямая, па
раллельная данной прямой и пересекающая вторую 
плоскость в некоторой точке X ' . Что представляет со
бой геометрическое место точек X "! Объясните ответ.

38. Даны две параллел >ше плоскости, точка вне этих 
плоскостей и окружность в одной из плоскостей. Через 
каждую точку X  окружности и данную точку проводит
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ся прямая, пересекающая вторую плоскость в неко
торой точке X ' . Что представляет собой геометрическое 
место точек Х'Ч Объясните ответ.

39. Д ана параллельная проекция треугольника. К ак  по
строить проекции медиан этого треугольника?

40. Дана параллельная проекция треугольника. Чем изо
бразится проекция средней линии треугольника?

41. Может ли при параллельном проектировании парал
лелограмма получиться трапеция? Объясните ответ.

42. Может ли проекция параллелограмма при параллель
ном проектировании быть квадратом?

43. Докажите, что параллельная проекция центрально
симметричней фигуры также является центрально-сим
метричной фигурой.

44. Дана параллельная проекция окружности и ее диаметра. 
К ак построить проекцию перпендикулярного диаметра?

§ 16. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ 
И ПЛОСКОСТЕЙ

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ
Так же, как и на плоскости, две прямые называются пер

пендикулярными, если они пересекаются под прямым углом.
Т е о р е м а  16.1. Пересекающиеся прямые, параллельные 

перпендикулярным прямым, сами перпендикулярны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и 

Ь—перпендикулярные прямые, а1нЬ 1 — 
параллельные им пересекающиеся пря
мые. Докажем, что прямые ау и Ъу пер
пендикулярны. Если прямые а, Ь, Сц Ьг 
лежат в одной плоскости, то они облада
ют указанным в теореме свойством (рис.
228). Действительно, так как прямые Ь и 
Ьх параллельны, то прямая а, будучи пер
пендикулярна прямой Ь, будет перпенди
кулярна и прямой Ь4. Так, как прямые о 
и Ох параллельны, то прямая Ьц будучи 
перпендикулярна а, будет перпендику
лярна и ау.

Допустим теперь, что наши прямые 
не лежат в одной плоскости. Тогда пря
мые а и Ь лежат в некоторой плоскости а, 
а прямые о, и Ъу—в некоторой плоскости 
«х (рис. 229). По теореме 15.3 прямые о 
и Ъ параллельны плоскости По тео
реме 15.4 плоскости а и ау параллель-

ь,

а 01

Л
ь

Рис. 228
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ны. Пусть С — точка пересечения пря
мых а и Ь, а  Сх — точка пересечения 
прямых й! и Ьх. Проведем в плоскости 
параллельных прямых а и а1 прямую, 
параллельную прямой ССг. Она пересе
чет прямые а и ах в точка к А  и А*. 
В плоскости прямых Ь и Ьх проведем 
прямую, параллельную прямой СС1У и 
обозначим через В  и 3 1 точки ее пе- 

Рис. 230 ресечения с прямыми Ь и Ь\.
Четырехугольники С А А Х Сг и 

СВВ^С^ — параллелограммы, так как 
у них противолежащие стороны параллельны. Четырехуголь
ник А В В 1А 1 также параллэлограмм. У него стороны А А 1г 
В В 1 параллельны, потому что каждая из них параллельна 
прямой СС^ Таким образом, четырехугольник лежит в плос
кости, проходящей через параллельные прямые А Л Х и В В 1. 
А она пересекает параллельные плоскости а  и а г по парал
лельным прямым А В  и А ,В Х.

Так как  у параллелограмма противолежащие стороны 
равны, то А В  =  А гВ1г АС  =  А 1С1, ВС =  В 1С1. По третьему 
признаку равенства треугольников треугольники А В С  и 
А 1В 1С1 равны. Следовательно, угол А 1С1В1, равный углу АСВ, 
прямой, т. е. прямые ах и ЬХ перпендикулярны. Теорема 
доказана.

З а д а ч а  (1). Докажите, что через любую точку прямой 
в пространстве можно провести перпендикулярную ей пря
мую.

Р е ш е н и е .  Пусть а — данная прямая и А  — точка на 
ней (рис. 230). Возьмем любую точку X  вне прямой а и прове
дем через эту точку и прямую а плоскость а  (теорема 14.1). 
В плоскости сс через точку А  можно прозести прямую Ь, пер
пендикулярную прямой а. Что и требовалось доказать.

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМОЙ и п л о ско сти
Прямая, пересекающая плоскость, 

называется перпендикулярной этой 
а плоскости, если она перпендикулярна

любой прямой в плоскости, проходя
щей через точку пересечения данной 
прямой и плоскости.

Н а рисунке 231 прямая а перпенди
кулярна плоскости а.

Т е о р е м а  16.2. Если прямая, пере
секающая плоскость, перпендикулярна  
двум прямым в этой плоскости, прохо
дящим через точку пересечения, то она 
перпендикулярна плоскости.
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Д о к а  з а т е л ь с т в о .  Пусть 
а — прямая, пересек» ющая плоскость 
а в точке А  и перпендикулярная пря
мым Ъ и с в этой плоскости, которые 
проходят через точку А  (рис. 232). До
кажем, что прямая а перпендикуляр
на пло скости а .

Проведем произвольную прямую х 
через точку А  в плоскости а  и пока
жем, что ока перпендикулярна пря
мой а. Можно считать, что прямая х  
отлична от прямых Ь и с. Проведем в 
плоскости а  произвольную прямую, не 
проходящую через точку А  и пересе
кающую прямые Ь, с и х .  Пусть точками 
пересечения будут В, С и X .

Отложим на прямой а от точки А  в 
разные стороны равнью отрезки: А А х 
и А А  а. Треугольник А ,С А ± равнобед
ренный, так как отрезок АС  является 
высотой по условию геор эмы и медиа
ной по построению (А  А * =  а А 2).  П о  
той же причине треугольник А 1В А 2 
тоже равнобедренный. Следователь
но, треугольники АхВС  и А 2ВС равны 
по третьему признаку равенства тре
угольников.

Из равенства треугольников А гВС 
и А 2ВС следует равенство углов А хВ Х , А гВ Х  и, следовательно, 
равенство треугольников А хВ Х  и А 2В Х  по первому призна
ку равенства треугольников. Из равенства сторон А гХ  и 
А 2Х  этих треугольников заключаем, что треугольник А УХА„ 
равнобедренный. Поэтому его медиана Х А  является также 
высотой. А это и значит, что прямая х  перпендикулярна а. 
Теорема доказана.

З а д а ч а  (4). Докажите, что через любую точку данной 
прямой можно провести перпендикулярную ей плос
кость.

Р е ш е н и е .  Пусть а — данная прямая и А  — точка на 
ней (рис. 233). Проьедем через точку А  две различные перпен
дикулярные ей прямые (см. задачу 1). Проведем через эти 
прямые плоскость а  (аксиоме С3). Плоскость а  проходит через 
точку А  и перпендикулярна прямой а (теорема 16.2).

Т е о р е м а  16.3. Если плоскость перпендикулярна одной 
из двух параллельных пряны х, то она перпендикулярна и дру
гой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П у сть^ и Я г—две параллельные 
прямые и а  — плоскость, перпендикулярная прямой ах

а

Рис. 233
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Рис. 234 Рис. 235 Рис. 236

(рис. 234). Докажем, что эта плоскость перпендикулярна и 
прямой а 2. Проведем через точку пересечения прямой а 2 
с плоскостью а произвольную прямую х 2 в плоскости а . 
Проведем через точку пересечения прямой аг с плоскостью 
а  прямую XI, параллельную прямой х2. Она лежит в плос
кости а . Так как прямая а1 перпендикулярна плоскости 
а , то прямые а1 и хх перпендикулярны. А по теореме 16.1 
параллельные им пересекающиеся прямые п2 и х2 тоже 
перпендикулярны. Таким образом, прямая а 2 перпендику
лярна любой прямой х2 в плоскости а . А это значит, что 
прямая а 2 перпендикулярна плоскости а. Теорема доказана.

З а д а ч а  (6). Докажите, что через любую точку Л  
можно провести прямую, перпендикулярную данной плос
кости а .

Р е ш е н и е .  Проведем в плоскости а  две пересекаю
щиеся прямые & и с (рис. 235). Через точку их пересечения 
проведем плоскости р и у, перпендикулярные прямым б и с  со
ответственно. Они пересекаются по некоторой прямой а. 
Прямая о перпендикулярна прямым Ь и с, а значит, и пло
скости а. Проведем теперь через точку Л  прямую А, парал
лельную а. По теореме 16.3 она перпендикулярна плос
кости а.

Т е о р е м а  16.4. Две прямые, перпендикулярные одной и 
той же плоскости, параллельны.

Д о к а з а т  е л ь с т в о. Пусть о и 6 — две прямые, 
перпендикулярные плоскости а (рис. 236). Допустим, что 
прямые о и 6 не параллельны. Проведем через какую-нибудь 
точку С прямой Ъ прямую Ъ', параллельную прямой а. П ря
мая Ь' перпендикулярна плоскости а (теорема 16.3). Пусть Б  
и В ' — точки пересечения прямых б и Ь ' с  плоскостью а. Тог
да прямая ВВ' перпендикулярна пересекающимся прямым Ь 
и Ь'. А это невозможно. Мы пришли к противоречию. Теоре
ма доказана.
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ПЕРПЕНДИКУЛЯР И НАКЛОННАЯ
Перпендикуляром, опущенным из данной точки на данную 

плоскость, называется отрезок, соединяющий данную точку 
с точкой плоскости и лежащий на прямой, перпендикуляр
ной плоскости. Конец этого отрезка, лежащий в плоскости, 
называется основанием перпендикуляра. Расстоянием от 
точки до плоскости называется длина перпендикуляра, опу
щенного из этой точки на плоскость.

Наклонной, проведенной из данной точки к данной пло
скости, называется любой отрезок, не являющийся перпен
дикуляром к плоскости, с одним концом в данной точке, а 
другим — на плоскости. Конец отрезка, лежащий в плоско
сти, называется основанием наклонной. Отрезок, соединяющий 
основания перпендикуляра и наклонной, проведенных из 
одной и той же точки, называется проекцией наклонной.

На рисунке 231 из точки А  проведены к плоскости а  пер
пендикуляр А В  и наклонная АС. Точка В — основание пер
пендикуляра, точка С — основание наклонной, ВС  — про
екция наклонной АС  на плоскость а.

З а д а ч а  (9). Докажите, что если прямая параллельна 
плоскости, то все ее точки находятся на одинаковом расстоя
нии от плоскости.

Р е ш е н и е .  Пусть а — данная прямая и а  — данная 
плоскость (рис. 238). Возьмем на прямой а две произвольные 
точки X  и У . Их расстояния до плоскости а  — это длины 
перпендикуляров X X '  и У У ', опущен
ных на эту плоскость. По теореме 16.4 
прямые X X '  и У У ' параллельны; сле
довательно, лежа, в одной плоскости.
Эта плоскость пересекает плоскость а  
по прямой Х ' У . Прямая а параллель
на прямой Х ’У ,  так как не пересе
кает содержащую ее плоскость а.
Итак, у четырехугольника Х Х 'У У  
противолежащие стороны параллельны.
Следовательно, он параллелограмм, а Рис. 237
значит. X X '  =  У У ', что и требовалось 
доказать.

Т е о р е м а  16.5 (теорема о трех пер
пендикулярах). Прямая, проведанная 
на плоскости через основание наклон
ной перпендикулярно ее проекции, пер
пендикулярна и самой наклонней.
И обратно, если прямая на плоскости 
перпендикулярна наклонной, то она 
перпендикулярна и проекции наклон
ной. Рис. 238
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
А В  — перпендикуляр к плоскости а, 
А С —наклонная и с—прямая в плоскос
ти а, проходящая через основание С 
наклонной (рис. 239). Прсведем прямую 
С А ',  перпендикулярную плоскости а. 
Она параллельна прямой А В  (теорема 
16.4). Проведем через прямые А Ъ  и А ’С 

Рис. 239 плоскость р. Прямая с перпендикуляр
на прямой С А '.  Если она перпендику
лярна прямой СВ, тс она перпендику
лярна плоскости р, а значит, и пря
мой АС.

Аналогично, если прямая с перпен
дикулярна наклонной СА, то она, бу
дучи перпендикулярна и прямой С А ’, 
перпендикулярна плоскости р, а значит, 
и проекции наклонной ВС. Теорема 
доказана.

3 в д а ч а  (32). Через центр впи- 
сенной в треугольник окружности 
проведена прямая, перпендикулярная 
плоскости треугольника. Докажите, 
что каждая точка этой прямой равно
удалена от сторон треугольника.

Р е ш е н и  е. Пусть А , В , С—точки касания сторон тре
угольника с окружностью, О — центр окружности и &— точка 
на перпендикуляре (рис. 240). Т ак как радиус ОА перпен
дикулярен стороне треугольника, то по тесреме 16.5 отрезок 
З А  есть перпендикуляр к этой стороне, а его длина—расстоя
ние от точки 5  до стороны треугольника. По теореме Пифагора 
З А  =  У  АО2 -{- ОБ2 =  У  г2 +  ОЗ2, где г — радиус вписанной 
окружности. Аналогично находим: 8 В  =  У  г2 0 8 ”,
8С  =  У  г2 +  ОЗ2, т. е. все расстояния от точки 8  до сто
рон треугольника равны.

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ
Две пересекающиеся плоскости называются перпендику

лярными, если третья плоскость, перпендикулярная прямой 
пересечения этих плоскостей, пересекает их по перпендику
лярным прямым.

К а рисунке 241, о вы видите две перпендикулярные плос
кости а  и  Р, пересекающиеся по прямой с. Плоскость у, пер
пендикулярная прямой с, пересекает плоскости а  и р по пер
пендикулярным прямым а и Ь. Определение перпендикулярнос
ти плоскостей не зависит от выбора плоскости у. Действитель
но, если взять другую плоскость у’, перпендикулярную прямой
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с, то она пересечет плоскости а  и 0 
по прямым а' и о ', которые параллель
ны прямым о и Ь соответственно (рис. 
241, б). По теореме 16.1 из перпендику
лярности прямых а и Ь следует перпен
дикулярность прямых а и Ь'.

Т е о р е м а  16.6. Если плоскость про
ходит через ппямую, перпенЭичулко- 
ную другой плоскости, то ути плоскости 
перпенди*улярны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
а — плоскость, Ь — перпендикулярная 
ей прямая, р — плоскость, проходя
щая через прямую о, и с — прямая, 
по которой пересекаются плоскости а  
и р (рис. 242). Докажем, что плоскости 
а и р  перпендикулярны. Проведем в 
плоскости а  прямую а через точку пе
ресечения прямой Ь с плоскостью а , 
перпендикулярную прямой с. Проведем 
через прямые а и Ъ плоскость у. Она 
перпендикулярна прямой с, так как 
прямая с перпендикулярна прямым а 
и Ъ. Так как прямые а и Ъ перпенди
кулярны, то плоскости а и р  перпен
дикулярны. Теорема доказана.

З а д а ч а  (52). Даны прямая с и 
плоскость а . Проведите через прямую 
а плоскость, перпендикулярную пло
скости а .

Р е ш е н и е .  Через произвольную 
точку прям эй а проводим прямую Ъ 
(рис. 243), перпендикулярную плоско
сти а  (задача 6). Через прямые а и Ъ 
проводим плоскость р. Плоскость р пер
пендикулярна плоскости я по теоре
ме 16.6.

Т е о р е м а  16.7. Если в одной из 
двух перпендикулярных плоскостей 
провести прямую, петтендикулярную 
прямой их т  рессчгния, то она буде* 
перпендикулярна и другой плос
кости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и 
р—данные перпендикулярные плоскос
ти, пересекающиеся по прямой с, и а — 
пряьи я в плоскости а , перпендикуляр
ная с (рис. 244). Докажем, что прямая а
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перпендикулярна плоскости р. Через 
точку С пересечения прямых о и с про
ведем прямую Ь в плоскости р, перпен
дикулярную прямой с. Плоскость V» 
проходящая через прямые а и Ь, перпен
дикулярна прямой с, так как лежащие 
в ней прямые о и 6 перпендикулярны 
прямой с. Так как плоскости а и р  пер
пендикулярны, то прямые а и Ь перпен
дикулярны. Кроме того, прямые а и с 

перпендикулярны (по условию), поэтому прямая о перпен
дикулярна плоскости р. Теорема доказана.

РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ СКРЕЩИВАЮЩИМИСЯ ПРЯМЫМИ
Общим перпендикуляром двух скрещивающихся прямых 

называется отрезок с концами ка этих прямых, являющийся 
перпендикуляром к каждой из них.

Докажем, что две скрещивающие прямые имеют общий 
перпендикуляр, и притом только один. Он является общим 
перпендикуляром параллельных плоскостей, проходящих че
рез эти прямые.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а и Ь — данные скрещи
вающиеся прямые (рис. 245). Проведем через них парал
лельные плоскости а и р  (задача 13 § 15). Прямые, пере
секающие прямую а и перпендикулярные плоскости а , ле
жат в одной плоскости (у). Эта плоскость пересекает пло
скость р по прямой о ', параллельной о. Пусть В — точка пе
ресечения прямых а' и Ь. Тогда прямая А В , перпендикуляр
ная плоскости а , перпендикулярна и плоскости р, так как р 
параллельна а . Отрезок А В  — общий перпендикуляр плоскос
тей а  и Р, а значит, и прямых о и Ь.

Допустим, что у прямых а и Ь есть другой общий перпен
дикуляр СО. Проведем через точку С прямую Ъ', параллель
ную Ъ. Прямая СО перпендикулярна прямой Ъ, а значит, и

Ь' . Так как она перх1ендикулярна пря
мой о, то она перпендикулярна плоскос
ти а , а значит, параллельна прямой А В . 
Выходит, что через прямые А В  и СО, 
как через параллельные, можно провес
ти плоскость. В этой плоскости будут ле
жать наши скрещивающиеся прямые АС  
и ВО, а это невозможно. Теорема доказана.

Расстоянием между скрещивающи
мися прямыми называется длина их 
общего перпендикуляра. Оно ровно рас
стоянию между параллельными плоскос- 

Рис. 245 тями, проходящими через эти прямые.
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1. Какие прямые в пространстве называются перпенди
кулярными?

2- Докажите, что пересекающиеся прямые, параллельные 
перпендикулярным прямым, сами перпендикулярны.

3. Дайте определение перпендикулярности прямой и пло
скости.

4. Докажите, что если прямая, пересекающая плоскость, 
перпендикулярна двум прямым в этой плоскости, то 
она перпендикулярна плоскости.

5. Докажите, что если плоскость перпендикулярна одной 
из двух параллельных прямых, то она перпендикулярна 
и другой.

6. Докажите, что две прямые, перпендикулярные одной и 
той же плоскости, параллельны.

7. Что такое перпендикуляр, опущенный из данной точки 
на плоскость?

8. Что называется расстоянием от точки до плоскости?
9. Что такое наклонная, проведенная из данной точки к 

плоскости? Что такое проекция наклонной?
10. Докажите теорему о трех перпендикулярах.
11. Какие плоскости называются перпендикулярными?
12. Докажите, что если плоскость, проходит через пря

мую, перпендикулярную данной плоскости, то она пер
пендикулярна этой плоскости.

13. Докажите, что если в одной из двух перпендикулярных 
плоскостей провести прямую, перпендикулярную пря
мой их пересечения, то она будет перпендикулярна дру
гой плоскости.

14. Что такое общий перпендикуляр скрещивающихся пря
мых?

15. Дока лейте, что скрещивающиеся прямые имеют общий 
перпендикуляр, и притом только один. Он является об
щим перпендикуляром параллельных плоскостей, про
ходящих через эти прямые.

16. Что называется расстоянием между скрещивающимися 
прямыми?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Дока лейте, что через любую точку прямой з пространстве 
можно провести перпендикулярную ей прямую.

2. Докажите, что через любую точку прямой з пространст ве 
можно провести две различные перпендикулярные ей 
прямые.

3. Прямые А В , АС  и А В  попарно перпендикулярны. Най
дите отрезок СВ, если: 1) А В  =  3 см, ВС  =  7 см, 
А В  =  1,5 см; 2) В В  =  9 см, ЬС =  16 см, А В  =  5 см;

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ
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3) А В  — Ь, ВС =  а, А Л  =  &, 4) В Б  =  с, ВС  =  с, 
А В  =  а.

4. Докажите, что через любую точку данной прямой мож
но провести перпендикулярную ей плоскость.

5 . Докажите, что через любую точку плоскости можно про
вести перпендикулярную ей прямую.

6 . Докажите, что через любую точку А  можно провести 
прямую, перпендикулярную данной плоскости ос.

7. Докажите, что через точку, не лежащую в даннсй пло
скости, нельзя провести более одной прямой, перпен
дикулярной плоскости.

8 . Точка А  находится на расстоянии а от вершин равно
стороннего треугольника со стороной а. Найдите рас
стояние от точки А  до плоскости треугольника

9. Докажите, что если прямая параллельна плоскости, то 
все ее точки находятся на одинаковом расстоянии от
ПЛОСКОСТж!.

10. Докажите, что расстояния от всех точек плоскости до 
параллельной плоскости одинаковы.

11. Найдите геометрическое место оснований наклонных 
данной длины, проведенных из дачной точки к пло
скости.

12. Из точки к плоскости проведены две наклонные, равные 
10 см и 17 см. Разность проекций этих наклонных равна 
9 см. Найдите проекции наклонных.

13. Из точки к плоскости проведены две наклонные, одна 
из которых на 26 см больше другой. Проекции наклей
ных равны 12 см и 40 см. Найдите наклонные.

14. Из точки к плоскости проведены две наклонные. Найдите 
длины наклонных, если они относятся как 1 : 2 и про
екции наклонных равны 1 см и 7 см.

15. Из точки к плоскости пооведеяы две наклонные, равные 
23 см и 83 см. Найдите расстояние от этой точки дс плос
кости, если проекции наклонных относятся как 2 : 3.

16. Через центр описанной скэло треугольника окружно
сти прс ьедена прямая, перпендикулярная плоскости 
треугольника. Докажите, что каждая точка этой пря
мой равноудалена от вершин треугольника.

17. Из точки 8  вне плоскости а проведены к ней три равные 
наклс иные З А , 8В , 8С  и перпендикуляр 8 0 .  Докажите, 
что основание перпендикуляра О является центром ок
ружности, описанной около треугольника АВС.

18. Расстояние между двумя параллельными плоскостями 
равно а. Отрезок длины Ь своими концами упирается 
в эти плоскости. Найдите проекцию отрезка на каждую 
из плоскостей.

19. Доа отрезка длин а и Ь упираются концами в две парал
лельные плоскости. Проекция первого отрезка (длины а)

до



на плоскость равна с. Найдите проекцию второго от
резка.

20. Концы данного отрезка, не пересекающего плоскость, 
удалены от нее на 0,3 м и 0,5 м. К ак удалена от плоско
сти точка, делящая данный отрезок в отношении 3 : 7?

21. Через середину отрезка проведена плоскость. Докажи
те, что концы отрезка находятся на одинаковом расстоя
нии от этой плоскости.

22. Через диагональ параллелограмма проведена плоскость. 
Докажите, что концы другой диагонали находятся на 
одинаковом расстоянии ст этой плоскости.

23. Найдите расстояние от середины отрезка А В  до плоско
сти, не пересекающей этот отрезок, если расстояния от 
точек Л и В до плоскости равны: 1) 3,2 см и 5,3 см;
2) 7,4 см и 6,1 см; 3) а и Ъ.

24. Решите предыдущую задачу, считая, чю  отрезок А В 
пересекает плоскость.

25. Отрезок длиной 1 м пересекает плоскость, концы его 
удалены от плоскости на 0,5 м и 0,3 м. Найдите длину 
проекции отрезка на плоскость.

26. Телефонная проволока длиной 15 м протянута от теле
фонного столба, где она прикреплена на вы юте 8 м от 
поверхности земли, к дому, где ее прикрепили на вы
соте 20 м. Найдите расстояние между домом и столбом, 
предполагая, что проволока не провисает.

27. Через основание трапеции проведена плоскость, отстоя
щ ая от другого основания на расстояние а. Найдите рас
стояние от точки пересечения диагоналей трапеции до 
этой плоскости, если основания трапении относятся 
как т : п.

28. Через сторону параллелограмма проведена плоскость на 
расстоянии а от противолежащей стороны. Найдите 
расстояние от точки пересечения диагоналей параллело
грамма до этой плоскости.

29. Из точек А  и В опушены перпендикуляры на плос
кость а. Найдите расстояние между точками А л  В, если 
перпендикуляры равны 3 м и 2 м. расстояние между их 
основаниями равно 2,4 м, а отрезок А В  не пересекает 
плоскость.

30. Верхние концы двух вертикально стоящих столбов, 
удаленных на расстояние 3,4 ж, соединены переклади
ной. Высота одного столба 5,8 м, а другого 3,9 м. Найдите 
длину перекладины.

31. Расстояния от точки А  до вершин квадрата равны с. 
Найдите расстояние от точки А  до плоскости квадрата, 
если сторона квадрата рт вна Ъ.

32. Через центр вписан ной в треугольник окружности про
ведена прямая, перпендикулярная плоскости тре
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угольника. Докажите, что каж дая точка этой прямой 
равноудалена от сюрон треугольника.

33. К  плоскости треугольника из центра вписанной в него 
окружности радиуса 0,7 м восставлен перпендикуляр 
длиной 2,4 м. Найдите расстояние от конца этого пер
пендикуляра до сторон треугольника.

34. Расстояние от данной точки до плоскости треугольника 
равно 1,1 м, а до каждой из его сторон 6,1 м. Найдите 
радиус окружности, вписанной в этот треугольник.

35. Из вершины равностороннего треугольника АВС  вос
ставлен перпендикуляр А В  к плоскости треугольника. 
Найдите расстояние от точки В  до стороны ВС , если А В =  
=  13 см, ВС  =  6 см.

36. Через конец А отрезка А В  длины Ь проведена плоскость, 
перпендикулярная отрезку, и в этой плоскости прове
дена прямая. Найдите расстояние от точки В  до прямой, 
если расстояние от точки А до прямой равно а.

37. Расстояния от точки А до всех сторон квадрата равны а. 
Найдите расстояние от точки А до плоскости квадрата, 
если диагональ квадрата равна й.

38. Из верши 1ы квадрата восставлен перпендикуляр к его 
плоскости. Расстояния от конца этого перпендикуляра 
до других вершин квадрата равны о и Ъ (а <  Ь). Н айдш е 
длину перпендикуляра и сторону квадрата.

39. Из вершины прямоугольника восставлен перпендикуляр 
к его плоскости. Расстояния от конца этого перпенди
куляра до других вершин прямоугольника равны а, 
Ъ, с (а <  с, Ь <  с). Найдите длину перпендикуляра и 
стороны прямоугольника.

40. Точка М , лежащая вне плоскости данного прямого угла, 
удалена от вершины угла на расстояние с, а от его сто
рон на расстояние Ъ. Найдите расстояние от точки М  
до плоскости угла.

41. Из вершины А прямоугольника А В С В  восставлен 
перпендикуляр А К  к его плоскости, расстояния от 
конца К  которого до других вершин равны 6 м, 7 м и 
9 м. Найд: ре длину перпендикуляра А К .

42. Из данной течки к плоскости проведены две равные на
клонные длиной 2 м. Найдите расстояние от точки до 
плоскости, если наклонные образуют угол 60°, а их 
проекции перпендикулярны.

43. Из точки, отстоящей от плоскости па расстояние 1 м, 
проведены две равные наклонные. Найдите расстояние 
между основаниями наклонных, если известно, что на
клонные перпендикулярны и образуют с перпендику
ляром к плоскости углы, равные 60е.

44. Через вершину прямого угла С прямоугольного тре
угольника АВС  проведена плоскость, параллельная
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гипотенузз, ш  расстоянии 1 м от нее. Проекции катетов 
на эту плоскость равны 3 м и  5 м. Найдите гипотенузу.

45. Через одну сторону ромба проведена плоскость на рас
стоянии 4 м от противолежащей стороны. Проекции 
диагоналей на эту плоскость равны 3 м и 2 м. Найди в  
проекции сторон.

46. Стороны равностороннего треугольника раьны 3 м . 
Найдите расстояние до плоскости треугольника от тол
ки, которая находится на расстоянии 2 м от каждой из 
его вершин.

47. Дан равнобедренный треугольник с основанием 6 м и 
боковой стороной 5 м. Из центра вписанного круга вос
ставлен перпендикуляр к плоскости треугольника дли
ной 2 м. Найдитз расстояние от конца этого перпендику
ляра до сторон треугольника.

48. В равнобедренном треугольнике основание и высота 
равны 4 м. Данная точка находится на расстоянии 6 м 
от плоскости треугольника и на равном расстоянии от 
его вершин. Найдите это расстояние.

49. Из концов отрезка А В , параллельного плоскости, про
ведены перпендикуляр АС  и наклонная В В , перпенди
кулярная отрезку А В . Чему равно расстояние СП, е< ли 
А В  =  а, АС  =  Ъ, В В  =  с?

50. Из вершины острого угла прямоугольного треугольника 
АВС  с прямым углом С восставлен перпендикуляр АП 
к плоскости треугольника. Найдите расстояния от точ
ки П  до вершин В и С, если АС  =  а, ВС =  Ь, АП =  с.

51. Из вершины прямого угла С треугольника А В С  вос
ставлен перпендикуляр СП к плоскости треугольника. 
Найдите расстояние от точки П до гипотенузы треуголь
ника, если А В  =  а, ВС  =  Ь, СВ — с

52. Даны прямая с  и плоскость сс. Проведите через прямую 
а плоскость, перпендикулярную плоскости сс.

53. Даны прямая а и плоскость ос. Докажите, что все пря
мые, перпендикулярные плоскости ос и пересекающие 
прямую а, лежат в одной плоскости, перпендикулярной 
плоскости а.

54. Из точек А и В, лежащих в двух перпендикулярных 
плоскостях, опущены перпендикуляры АС и В В  на пря
мую пересечения плоскостей. Найдите длину отрезка 
А В , если: 1) АС  =  6 м, ВТ) =  7 м, СВ  =  6 м; 2) АС =  
— 3 м, В В  =  4 м, СВ =  12 м; 3) АТ) =  4 м, ВС =  
=  7 м, СВ =  1 м; 4) А В  =  ВС  =  5 м, СВ =  1 м; 
5) АС *= а, В В  =  Ъ, СО =  с; 6) А В  =  а, ВС =  Ь, 
СБ  =  с.

55. Точка находится нв расстояниях о и Ъ от двух перпен 
дикулярных плоскостей. Найдите расстояние от этой 
точки до прямой пересечения плоскостей.
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58. Из вершин А и В равностороннего треугольника АВС  
восславлены перпендикуляры А^А1 и В В г к плоскости 
треугольника. Найдите расстояние от вершины С до 
середины отрезка Ах Л,, если А В  =  2 м, С А { =  3 м, 
СВ1 = 1  м и  отрезок А 1В 1 не пересекает плоскость тре
угольника.

57. Из вершин А  и  В  острых углов прямоугольного тре
угольника АВС  восставлены перпендикуляпы А А 1 и 
В В Х к плоскости треугольника. Найдите расстояние от 
вершины С до середины отрезка А^В^, если А^С  =  4 м, 
А {А  — 3 м, В^С =  6 м, В ,В  =  2 м и отрезок .Ах-Вх на 
пересекает плоскость треугольника.

58. Плоскости сх и (5 перпендикулярны. В плоскости сх взята 
точка А , расстояние от которой до прямой с (линии пере
сечения плоскостей) равно 0,5 м. В плоскости р прове
дена прямая Ъ, параллельная прямой с и отстоящая на 
1,2 м от нее. Найдите расстояние от точки А  до прямой Ь.

59. Перпендикулярные плоскости а  и В  пересекаются по 
прямой с. В плоскости сх проведена прямая о || с, в пло
скости р — прямая Ь || с. Найдите расстояние между 
прямыми о и Ъ, если расстояние между прямыми с и с 
равно 1,5 м, а между прямыми Ъ и с 0,8 м.

60. Через точку А  прямой а проведены перпендикулярные 
ей плоскость Р и прямая Ъ. Докажите, что прямая Ъ 
лежит в плоскости р.

§ 17. ДЕКАРТОВЫ КООРДИНАТЫ И ВЕКТОРЫ 
3 ПРОСТРАНСТВЕ

ВВЕДЕНИЕ ДЕКАРТОВЫХ КООРДИНАТ В ПР ОСТРАНСТВЕ
Возьмем три взаимно перпендикулярные прямые х, у , г, 

пересекающиеся в одной точке О (рис. 245). Проведем через
каждую пару этих прямых плос
кость. Плоскость, проходящая через 
прямые х  и у, называется плоскостью 
ху. Две другие плоскости называют
ся соответственно хг и уг. Прямые х, 
у, г называются координатными ося
ми (или осями координат), точка их 
пересечения О — началом координат, 
а плоскости ху, уг и хг  — коор
динатными плоскостями. Точка О 
разбивает каждую из осей координат 
на две полупрямые. Условимся гдну 
из них называть положительной, а 

Рис. 246 другую — отрицательной.
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М 1

Возьмем теперь произвольную точ
ку А  и проведем через нее плоскость, 
параллельную плоскости уг  (рис. 247).
Она пересечет ось х  в некоторой точ
ке А г. Координатой х  точки А  будем 
называть число, равное по абсолютной 
величине длине отрезка ОАх: положи
тельное, если точка А х лежит ка поло
жительной полуоси х, и отрицательное, 
если она лежит на отрицательной по
луоси. Если точка А х совпадает с гоч- х
кой О, то полагаем х — О. Аналогично Рис. 247
определяются координаты у и г  точки 
А .  Координаты точки будем згписы- 2
вать в скобках рядом с буквенным обо- 11
значением точки: А  (ж, у, г). Иногда 
будем обозначать точку просто ее ко
ординатами (ж, у, г).

З а д а ч а  (1). Даны точки А (  1, 2, 3),
В  (О, 1, 2), С (О, О, 3), О  (1, 2, О).
Какие из ртих точек лежат: 1) в пло
скости хуш, 2) на оси г; 3) в плоскости уг?

Р е ш е н и е .  У точек плоскости ху 
координата г равна нулю. Поэтому х
только точка Ю лежит в плоскости ху. Рис. 248
У точек плоскости уг  координата х
равна нулю. Следовательно, точки В  и С лежат в плоскости 
уг. У точек на оси г две координаты (ж и у) равны кулю. 
Поэтому точка С лежит на оси г.

Выразим расстояние между двумя токками А г (жх, у и  гг) 
и А 2 (х 2, у  г, г 2) через координаты этих течек.

Рассмотрим сначала случай, когда прямая А гА 2 не парал
лельна оси г (рис. 248). Проведем через точки А х и А 2 прямые, 
параллельные сси г. Они пересекут плоскость ху  в точках А г 
и  А  2. Эти точки имеют те же координаты ж, у , что и точки 
А х, А 2, а  координата г у  них равна нулю. Проведем теперь 
плоскость через течку А 2, параллельную плоскости ху. Она 
пересечет прнмую А 1А 1 в некоторой точке С. По теореме Пи
фагора

А ХА 2 =  А ,С 2 С^2.

Отрезки С А 2 и А хА 2 равны, а
А ХА$  =  (Ж8 —  ж , ) ®  +  ( # 2  —  # 1 > 2 - 

Д лина отрезка А ХС равна ]гх — г 2\. Поэтому
А ха 1 = (х2 — +  (Уз — у 2)г +  (г2 — гх) \
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Если отрезок А ,А а параллелен оси г, то А гА 2 — ]И1 — г2|. 
Тот ж е результат дает и полученная формула, так как в этом 
случае х 1 =  х 2, =  у г.

З а д а ч а  (4). В плоскости ху  найдите точку X) (х , г/, 0), 
равноудаленную от трех данных точек: А  (0, 1, —1),
В  (—1, 0, 1), С (0, —1, 0).

Р е ш е н и е .  Имеем:
А В 2 =  (х — О)2 +  (у —  I)2 +  (0 +  I )2,
В В 2 =  (х +  I)2 +  (у — 0)г +  (0 — I)2,
С В 2 =  (х — О)2 +  (у +  1)г +  (0 — О)2.

Приравнивая первые два расстояния третьему, получим два 
уравнения для определения х н у :

—4у  +  1 = 0 ,  2х — 2у +  1 =  0.

Отсюда [ /=  —, х =  — —. Искомая точка В  (— —, —, (А.
4 4 \  4 4 /

Пусть А 1 (хи у и г,) и А 2 (лг2, у 2, г2) — две произвольные 
точки. Выразим координаты х , у, г середины С отрезка А гА 2 
через координаты его концов А г и Л 2 (рис. 249). Д ля этого про
ведем через точки А ц  А 2 и С прямые, параллельные оси г. 
Они пересекут плоскость ху  в точках А 1 (я ,, у 1, 0),
А -2 ( х 2 , у 2, 0) и С (х, у , 0). По теореме Фалеса точка С явля
ется серединой отрезка А 1А 2. А мы знаем, что на плоскости
ху координаты середины отрезка выражаются через коорди
наты его концов по формулам

х _  -1- х,  У, +  Уз
2 ’  У  2 '

Д ля того чтобы найти выражение для г, достаточно вместо
плоскости ху  взять плоскость хг или уг. При этом для г полу
чается аналогичная формула:

, _ г1+га 
А2 2

З а д а ч а  (8). Докажите, что че
тырехугольник А В С В  с вершинами в 
точках А  (1, 3, 2), В  (0, 2, 4), С (1, 1 ,4), 
В  (2, 2, 2) — параллелограмм.

Р е ш е н и е .  К ак мы знаем, четы- 
У рехугольник, у которого диагонали

пересекаются и точкой пересечения
делятся пополам, есть параллелограмм. 

Аг Воспользуемся этим для решения за
дачи. Координатами середины отрезка 

Рис. 249 АС  будут:
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X = 1 +  1. 1. У = 3 +  1 2 -1 -4
2 2 2 

Координатами середины отрезка ВТ) будут:

3.

0 + 2 ,х  =  - X -  =  1, 2 + 2 =  2. г = 1 ± -2 = 3 .
2

Мы видим, что координаты середин отрезков АС  и ВЮ одина
ковы. Значит, эти отрезки пересекаются и точкой пересечения 
делятся пополам. Следовательно, четырехугольник АВСЮ — 
параллелограмм.

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФИГУР В ПРОСТРАНСТВЕ

Понятие преобразования для фигур в пространстве опре
деляется так же, как и на плоскости (§ 9). Так же, как и на 
плоскости, определяются преобразования симметрии отно
сительно точки и прямой и гомотетия.

Кроме симметрий относительно точки и прямой в простран
стве рассматривают преобразование симметрии относительно 
плоскости. Это преобразование состоит в следующем (рис. 250). 
Пусть а — произвольная фиксированная плоскость. Из точ
ки X  фигуры опускаем перпендикуляр X X  на плоскость а  
и на его продолжении за точку X  откладываем о^резокХ Х ', 
равный X X .  Преобразование, которое переводит точку X  в 
симметричную ей точку X ' , называется преобразованием 
симметрии относительно плоскости сс. Если преобразование 
симметрии относительно плоскости сс переводит фигуру в 
себя, то фигура называется симметричной относительно 
плоскости ос, а плоскость сс называется плоскостью симметрии.

З а д а ч а  (15). Даны точки (1, 2, 3), (0, —1, 2),
(1, 0, —3). Найдите точки, симметричные данным относи
тельно координатных плоскостей.

Р е ш е н и е .  Точка, симметричная точке (1, 2, 3) 
относительно плоскости ху, лежит на прямой, перпенди
кулярной плоскости ху. Поэтому у нее 
те же координаты х  и у: х =  1, у  — 2.
Симметричная точка находится на том 
же расстоянии от плоскости ху. Поэто
му координата г у  нее отличается толь
ко знаком, т. е. г — —3. Итак, точка, 
симметричная точке (1, 2, 3) относи
тельно плоскости ху, будет (1, 2, —3).
Д ля других точек и других координат
ных плоскостей решение аналогично.

Так же, как и на плоскости, опреде
ляется понятие движения в пространст
ве. А именно: движением называемся
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преобразование, при котором сохраня
ются расстояния между точками. 
Преобразования симметрии относитель
но течки, прямой и плоскости в прост
ранстве являются движениями.

Дословно так же, как и для движе
ния на плоскости, доказывается, что 
при движении в пространстве прямые 
переходят в прямые, полупрямые — в 
полупрямые, отрезки — в отрезки и 
сохраняются углы между полупрямы
ми.

Новым свойством движения в прос
транстве является то, что движение- 
переводит плоскости в плоскости. Дока
жем это свойство.

Пусть сс — произвольная плоскость 
(рис. 251). Отметим на ней любые три 
точки А , В ,  С, не лежащие на одной 
прямой. При движении они перейдут 

Рис. 251 в Три точки А ' ,  В ', С ',  также не лежащие
на одной прямой. Проведем через них 

плоскость сс'. Докажем, что при рассматриваемом движении пло
скость ос переходит в плоскость сс'. Пусть X  — произвольная 
точка плоскости сс. Проведем через нее какую-нибудь прямую а 
в плоскости ос, пересекающую треугольник А В С  в двух точках 
У и 2 .  Прямая а перейдет при движения в некоторую прямую 
с '.  Точки V  и 2  прямой а перейдут в точки V  и 2 ',  принадле
жащие треугольнику А 'В 'С ' ,  а значит, плоскости сс'. Итак, 
прямая а' лежит в плоскости сс'. Точка X  при движении пере
ходит в точку X ' прямой а ' , а значит, и плоскости сс'. Утвер
ждение доказано.

Параллельным переносом в пространстве называется такое 
преобразование, при котором произвольная точка (х, у , г) 
фигуры переходит ч точку (х +  а, у  +  Ь, г +  с>, где с , Ь, 
с — постоянные. Параллельный перенос в пространстве зада
ется формулам I

х  =  х  +  а, у ’ =  у  ^  ъ, 2  =  г +  с,

выражающими координаты х ', у ' ,  г ' точки, в которую перехо
дит точка (х , у , г) при параллельном переносе. Так же, как 
и на плоскости, доказываются следующие свойства параллель
ного переноса:

1. Параллельный перенос есть движение.
2. При параллельном переносе точки смещаются по па

раллельным (или совпадающим) прямым на с дно и то же рас
стояние.
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3. При параллельном переносе каждая прямая переходит 
в параллельную ей прямую (или в себя).

4. Каковы бы ни были точки А  и А ',  существует единст
венный параллельный перенос, при котором точка А  пере
ходит в точку А ' .

5. Два параллельных переноса, выполненные поеледова 
тельно, дают параллельный перенос.

6. Преобразование, обратное параллельному переносу, 
есть параллельный перенос.

3 а д а ч а  (17). Найдите значения а ,Ъ ,с  в формулах парал
лельного переноса х ' =  х - о, у ' =  у  +  Ь, г ’ =  г +  с, если при 
этом п е  раллельном переносе точка А  (1, 0, 2) переходит 
в точку А ' (2, 1, О).

Р е ш е н и е .  Подставляя в формулы параллельного перено
са координаты точек А и А ' , т. е. х = 1 , у — 0, 2 =2 ,  х ' = 2 , у '  = 1 , 
г = 0 , получим уравнения, из которых определяются а, Ъ, с:

2 = 1 + с ,  1 = 0  +  Ъ, 0 = 2  +  с.
Отсюда а =  1, Ъ =  1, с =  —2.
Новым для параллельного переноса в пространстве явля

ется следующее свойство:
7. При параллельном переносе в пространстве каждая плос

кость переходит либо в себя, либо в параллельную ей плос
кость.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ос — произвольная пло
скость. Проведем в этой плоскости две пересекающиеся пря
мые а и Ъ. При параллельном переносе прямые а и Ь переходят 
либо в себя, лиоо в параллельные прямые а' и Ь'. Плоскость а  
переходит в некоторую плоскость а ',  проходящую через пря
мые а и б ' .  Если плоскость ос' не совпадает с ос, то по теореме 
15.4 она параллельна ос. Утверждение доказано.

Так же, как и на плоскости, определяются гомотетия и 
преобразование подобия в пространстве. Дословно так же, 
как и на плоскости, дока: ывается, что гомотетия в простран
стве является преобразованием подобия.

УГЛЫ МЕЖДУ ПРЯМЫМИ и плоскостями
Две пересекающиеся прямые образуют смежные и верти

кальные углы. Вертикальные углы равны, а  смежные углы 
дополняют друг друга до 180 . Угловая мера менынего из 
них называется уелом между прямь1ми, Угол между перпен
дикулярными прямыми равен 90е по определению. Угол меж
ду параллельными прямыми считаем равным нулю.

Углом межЭу скрещивающимися прямыми называется 
улол между пересекающимися параллельными им прямы
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Рис. 252

Рис. 253

ми. Этот угол не зависит оттого, какие 
взяты пересекающиеся прямые. Дока
жем это.

Пусть а, и а г — пересекающиегя в 
точке А  прямые, параллельные дан
ным скрещивающимся прямым (рис. 
252). Пусть Ьг и Ьг — другие, пересе
кающиеся в точке В  прямые, парал
лельные данным. По теореме 15.2 пря
мые ах и Ъ, параллельны (или совпада 
ют) и прямые а 2 и Ь2 параллельны (или 
совпадают). Выполним параллельный 
перенос, при котором точка А  перехо
дит в точку В. Так как при параллель
ном переносе каждая прямая переходит 
либо в себя, либо в параллельную 
прямую, то указанный параллельный 
перенос перезодит прямую а х в пря
мую Ьи а прямую а 2 в прямую Ь2. Так 
как параллельный перенос сохраняет 
величину угла, то угол между прямы
ми а, и о2 равен углу между прямыми 

6Х и 62. А это и требовалось доказать.
По данному ранее определению перпендикулярными на

зываются прямые, пересекающиеся под прямым углом. Одна
ко иногда скрещивающиеся прямые тоже называют перпенди
кулярными, если угол между ними равен 90°.

Определим понятие угла между прямой и плоскостью. 
Пусть сс — плоскость и а  — пересекающая ее прямая (рис. 
253). Основания перпендикуляров, опущенных из точек пря
мой а на плоскость сс, лежат на прямой а. Эта прямая назы
вается проекцией  прямой а на плоскость сс. Углом между пря
мой и плоскостью называется угол между этой прямой и ее 
проекцией на плоскость. Угол между параллельными прямой 
и плоскостью считается равным нулю, а угол между перпен
дикулярными прямой и плоскостью — равным 90 . Так как 
прямая а, ее проекция а  на плоскость сс и перпендикуляр к 
плоскости сс в точке ее пересечения с прямой а лежат в одной 
плоскости, то угол между прямой и плоскостью дополняет  
до 90° угол между этой прямой и перпендикуляром к плос
кости.

З а д а ч а  (20). Точка А  отстоит от плоскости на рас
стояние Н. Найдите длины наклонных, проведень ых из этой 
точки под следующими углами к плоскости: 1) 30°, 2) 45°, 3) 60°.

Р е ш е н и е .  Опустим перпендикуляр А А ' на плоскость 
(рис. 254). Треугольник А А ' В — прямоугольный с прямым 
углом при вершине А '. Острый угол этого треугольника, 
противолежащий катету А А ', равен 30° (соответственно 45°,
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Рис. 254 Рис. 255 Рис. 256

о А А 960 ). Поэтому в первом случае наклонная А В  = ------- =  2Л. Во
8 Ш  3 0

втором случае А Е  =  НУ 2 , в третьем А В  =
V з

Определим понятие угла между плоскостях и. Угол между 
параллельными плоскостями считается равным нулю

Пусть данные плоскости пересекаются. Проведем пло
скость, перпендикулярную прямой их пересечения. Она пере
секает данные плоскости по двум прямым. Угол между этими 
прямыми называется углом между данными плоскостями 
(рис. 255). Определяемый так угол между плоскостями не за
висит от выбора секущей плоскости. Докажем это.

Пусть сс и Р — данные плоскости, пересекающиеся по 
прямой с. Проведем плоскость у, перпендикулярную прямой с. 
Она пересечет плоскости сс и р по прямым а и Ъ. Угол между 
плоскостями сс и р равен углу между прямыми а и Ъ. Возьмем 
другую секущую плоскость у ', перпендикулярную прямой с. 
Пусть а' и Ь' — прямые пересечения этой плоскости с плоско
стями сс и р. Выполним параллельный перенос, при котором 
точка пересечения плоскости у с прямой с переходит в точку 
пересечения плоскости у' с прямой с. При этом параллельном 
переносе прямая а переходит в прямую а ', а прямая Ь — в 
прямую Ъ'. Это значит, что углы между прямыми а и Ъ, а' и 
Ъ' равны. Утверждение доказано.

З а д а ч а  (24). Две плоскости пересекаются под углом 
30°. Точка А, лежащая в одной из этих плоскостей, отстоит от 
второй плоскости на расстояние о. Найдите расстояние от 
этой точки до прямой пересечения плоскостей.

Р е ш е н и е .  Пусть а и р  — данные плоскости и Л — 
точка, лежащая в плоскости а (рис. 256). Опустим перпенди
куляр А А ' на плоскость Р и перпендикуляр А В  на прямую с, 
по которой пересекаются плоскости. По теореме о трех пер
пендикулярах А 'В Е с .  Угол при вершине В прямоугольного 
треугольника А В А ' равен 36 . Имеем:

■4-4' 1 оА В  =  — —  =  а : — =  2с.81П 30"" 2

Расстояние от точки А  до прямой с равно 2а.
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ГТОЩАДЬ ОРТОГОНАЛЬНОЙ ПРОЕКЦИЙ 
МНОГОУГОЛЬНИКА

Ортогональной проекцией фигуры на данную плоскость 
называется ее параллельная проекция в направлении, пер
пендикулярное этой плоскости.

Т е о р е м а  17.1. Площадь ортогональной проекции много
угольника на плоское г ь равна произведению его площади на 
косинус угла ме::сду плоскостью многоугольника и плоскостью 
проекции.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала треуголь
ник и его проекцию на плоскость, проходящую через одну из 
его сторон (рис. 257). Проекцией треугольника АВС  является 
треугольник А В С г в плоскости ос. Проведем высоту СП тре
угольника. По теореме о трех перпенд] кулярах отрезок 
С р  — высота треугольника АВ С Х. Угол СВС1 равен углу 
между плоскостью треугольника А В С  и плоскостью проекции
а . Имеем: С р  =  СП • сов <р,

=  \ А В  С В , 8 ^  = \ А В  - с р .
Отсюда 5 дЛВГ1 =  « д„Вссов «р.

Таким образом, в рассматриваемом случае теорема верна. 
Теорема верна и в случае, когда вместо плоскости а  взята лю
бая параллельная ей плоскость. Действительно,при проектиро

вании фигуры ка параллельные плос
кости ее проекции совмещаются парал
лельным переносом в направлении 
проектирования. А совмещаемые па
раллельным переносом фигуры равны.

Рассмотрим теперь общий случай. 
Газсбьем данный многоугольник на 
треугольники. Каждый треугольник, 
у которого нет стороны, параллель
ной плоскости проекции, мы разо
бьем на два треугольника с общей 
стороной, параллельной плоскости 
проекции, как это показано для 
четырехугольника А В С В  на рисун
ке 258.

Теперь для каждого треугольни
ка Л  нашего разбиения и его про- 
«кции А  запишем равенство В— =  
=  5>д сое ф. Сложим все эти равенства 
почленно. Тогда получим слева пло
щадь проекции многоугольника, а 
оправа площадь самого многоуголь
ника, умноженную на сов ф. Теорема 
доказана.
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В пространстве, как и на плоскости, вектором называется 
направленный отрезок. Буквально тан же, как и на плоско
сти, определяются основные понятия для векторов в про
странстве: абсолютная величина вектсра, направление век
тора, равенство векторов.

Координатами вектора с началом в точке (Хц у 1г г2) 
и концом в точке А 2 (х г, у 2, г2) называются числа х 2 — хг, 
У г — Ун 2а — гг. Так же, как и на плоскости, доказывается, 
что равные векторы имеют соответственно ра* ные координаты, 
и обратно, векторы с соствэтственно разными координатами 
равны. Это дает основание для обозначения вектора его ко
ординатами: а (о,, а2, а3) или просто {ау, а2, а 8).

& а д а ч а (32). Даны четыр е точки: А  (2, 7, —3), В  (1, 0, 3), 
С (—3 , —4, 5), П (—2, 3, —1). Укажите среди ректоров А В , 
ВС, ВС , АП , АС  и ВП  равные векторы.

Р е ш е н и е .  Надо найти координаты указанных векторов 
А В , ВС, ... и сравнить соответствующие координаты. У рав
ных векторов соответствующие координаты равны. Например, 
у вектора А В  координаты: 1 — 2 —— 1, О — 7 =  —7, 3 — 
— (—3) =  6. У вектора СС такие же координаты:—3 —(—2) =  

= —1, —4 — 3 =  —7, 5 — (—1) =  6. Таким образом, век
торы А В  и ПС равны. Другой парой равных векторов будут 
ВС и АН.

Так же, как и на плоскости, определяются действия над 
векторами: сложение, умножение на число и скалярное про
изведение. _

Суммой векторов а (а1, а2, а 3) и Ъ (Ъь, Ъ2, Ь«) называется
вектор с (а1 +  Ъ1г а2 +  Ъ2, а3 +  Ь3).

Так же. как и на плоскости, доказывается ! екторное ра
венство А В  +  ВС  =  АС. _

Произведением вектора а {ау, а2, а3) на число Я называется 
вектор Яа =  (Яс^, Яаг, Яа3). Так же, как и на плоскости, до
казывается, что абсолютная величина вектора Яо равна 
|Я| |а |, а  направление совпадает с направлением вектора а, ес
ли Я >0, и противоположно направлению ректора а, если Я < 0  

З а д а ч а  (35). Дан вектор а (1, 2, 3). Найдите ксллинг- 
арный ему вектор с началом в точке А  (1, 1, 1) и концом В
на плоскости ху.

Р е ш е н и е .  Координата г точки Б равна нулю. Коорди
наты вектора АВ: х  — 1, у  — 1? 0 — 1 =  1. Из коллине
арности векторов а и А В  получгем пропорцию

х — 1 _  у — 1 _ —1 
1 2  3 '

ВЕКТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ
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Отсюда нахо щм коорди т т ы  х, у то ш  В'.

Скалярным произведением векторов (а,, а 2, а 3) и (Ьг, Ъ2, Ь3) 
называется число а1Ъ1 +  а гЬ2 +  а3Ь3. Буквально так же, как 
и на плоскости, доказывается, что скалярное произведение 
векторов равно произведению их абсолютных величин на ко
синус угла между векторами.

З а д а ч а  (40). Даны четыре точки: А  (0, 1, —1),
В  (1, —1, 2), С (3, 1, 0 ),_О  (2^ —3, 1). Найдите косинус
угла ф между векторами А В  и СО.

Р е ш е н и е .  Координатами вектора А В  будут:
1 —  0 = 1 , —  1 —  1 =  —  2 , 2 —  ( — 1) =  3 ;

I А В  I =  V 1* +  (—2)2 +  З2 =  ]/14 .
Координатами вектора СО будут 2—3= —1, —3—1= —4 ,1 —0=1;

| СО | =  ) / ( —I)2 + ( - 4 ) 2 +  1* =  ]/18.
Значит,

А В  СО  1 • (—1) +  (—2) (—4) +  3 - 1  5
СОЗ ф  =  — —  ■ =  -------------------—--------    =  — — .

\ А В \ \ С В \  У 14 1^.3 >/63

Подобно тому как для векторов на плоскости, в простран
стве имеет место разложение

а (й], о2, д3) — а±е\ "Ь а2е2 4* Дзе3,

где е: , е2 и е3 — единичные векторы, имеющие направления 
координатных осей. Действительно,

(Оц а 2, а3) =  (а1, О, О) +  (0, а2, 0) +  (0, 0, а3) =
=  (1, О, О) +  а 2(0, 1, 0 )+  а3 (О, О, 1 )= а 1е1 +  а 2е2 +  а3е3.

УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ 
Составим уравнение плоскости. Пусть А 0 (хп, у0, г0) — 

какая-нибудь точка плоскости и п (а, Ь, с) — вектор, перпен
дикулярный плоскости (рис. 259). Пусть А  (я:, у, г) — произ
вольная точка плоскости. Векторы А 0А  и п перпендикулярны. 
Поэтому их скалярное произведение равно нулю. Координа- 
ты вектора АоА  равны х  — ж0, У — {/о. г — г0• Так как 
А 0А  ■ п — О, то

а {х — х0) +  Ъ (у — у0) +  с (г — г0) =  О. (*)
Обратно, если точка А  (х, у , г) удовлетворяет этому урав

нению, то А 0А  п =  О. А значит, точка А  лежит в плоскости. 
Таким образом, уравнение^*) есть уравнение нашей плоскости
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Заметим, что коэффициенты а, Ь, с 
в уравнении плоскости

а х  +  Ьу +  сг +  й  =  О 
являются координатами вектора, пер
пендикулярного плоскости.

З а д а ч а  (49). Даны точки 
А  (1, 2, 3) и В (О, 1, —)). Найдите урав
нение плоскости, которая проходит 
через точку А  и перпендикулярна пря
мой А В .

Р е ш е н и е .  Вектор А В  перпендикулярен плоскости. 
Его координатами будут —1, —1, —4. Поэтому уравнение 
плоскости можно записать так: {—1)аг+(—!){ /+ (—4 )г + й = 0 . 
Так как точка А  лежит в плоскости, то ее координаты должны 
удовлетворять этому уравнению:

(— 1) ■ 1 +  (— 1) ■ 2 +  (— 4) • 3 +  а =  О.
Отсюда й =  15. Уравнение искомой плоскости:

— х  — у — 4г +  15 =  О.
К ак мы знаем, любая прямая полностью определяется, 

если заданы две плоскости, проходящие через эту прямую. 
Отсюда следует, что любая прямая в пространстве задается 
двумя линейными уравнениями—уравнениями плоскостетт, 
проходящих через эту прямую:

+  а2у +  а3г +  а4 =  О,
ЬуХ +  Ь2у +  Ь3г +  64 =  О.

Точка (х, у , г), удовлетворяющая этим двум уравнениям, при
надлежит каждой из плоскостей, а значит, принадлежит пря
мой. Обратно, координаты каждой точки прямой удовлетво
ряют обоим уравнениям, так как точка принадлежит каждой 
из плоскостей.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Где лежат те точки пространства, для которых коорди
наты х  и у равны нулю?

2. Выразите расстояние между двумя точками через ко
ординаты этих точек.

3. Выведите формулы для координат середины отрезка че
рез координаты его концов.

4. Что такое преобразование симметрии относительно точ
ки? К акая фигура называ гтс.ч центрально-симметричной?

5. Объясните, что такое преобразование симметрии отно
сительно плоскости. Что такое плоскость симметрии 
фигуры?

6. Какое преобразование фигуры называется движением?
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7. Докажите, что преобразование симметрии относительно 
точки есть движение.

8 . Д о к е  жито, что преобразование симмдтии относительно 
координатной плоскости ху  задается формулами х' =  х, 
у ' =  у, г' =  —г. Докажите, что преобразование сим
метрии относительно плоскости есть движение.

9. Докажите, что движение в пространстве переводит пло
скость в плоскость.

10. Дайте определение параллельного переноса.
11. Докажите, что при параллельном переносе в простран

стве каждая плоскость переходит либо в себя, либо в 
параллельную плоскость.

12. Дайте определение угла между прямыми.
13. Докажите, что угол «р между прямыми, содержащими век

торы а и Ъ, определяется из уравнения
|а ■ Ь| =  | а | ] Ь| ■ соз ср.

14. Дайте определение угла между прямой и плоскостью.
15. Дайте определение угла между плоскостями.
16. Что гакое сртотональная проекция фигуры на плоскость?
17. Докэжигэ, что площадь ортогональной проекции гшо- 

гсугольника на плоскость равна произведению его пло
щади на косинус угла между плоскостью многоуголь
ника и плоскостью его проекции.

18. Дайте определение координат вектора с началом в точ
ке А 1 (х1г Ух, гу) и концом в точке А г (*•>, у 2, г2).

19. Что такое абсолютная величина вектора? Какие векто
ры называются одинаково направленным!.?

20. Дайте определения действий над векторами: сложения, 
умножения на число, скалярного произведения.

21. Докажите, что любой вектор а (ах, а.; , с 3) можно пред
ставить в виде а = а 1е1 + о 2с2+ с 3с3, где е1г ег, е3—единич
ные векторы, имеющие направления координатных 
осей.

22. Выведите уравнение плоскости.
23. К аксй геометрический смысл имеют коэффициенты с, Ъ, с 

в уравнении плоскости ах  +  Ъу +  сг +  6 =  0?
24. Какими уравнениями задается прямая в пространстве?

УП РА Ж Н ЕН И Я

1. Даны точки А  (1, 2, 3), В  (0, 1, 2), С (0, 0, 3), I )  (1, 2, 0). 
К акие из этих точек лежат: 1) в плоскости ху; 2) на 
оси г; 3) ь плоскости уг?

2. Дана течка А  (1, 2, 3). Найдите основания перпендику
ляров, опущенных из этой течки на координатные оси 
и координатные плоскости.
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3 . Найдите расстояния от точки (1, 2, —3) до: 1) коорди
натных плоскостей, 2) осей координат, 3) начала ко
ординат.

4 . В плоскости ху  найдите точку В  (х, у , 0), равноудален
ную от трех данных точек: А  (0, 1, —1), В  (—1, 0, 1), 
С '0 , —1, О).

5 . Найдите точки, равноотстоящие от точек (0, 0, 1), 
(О, 1, О), (1, О, О) и отстоящие от плоскости ух на рас
стояние 2.

в . Н а оси х  найдите точку С (х, О, О), равноудаленную от 
двух точек А  (1 , 2 ,  3), В  (—2, 1, 3).

7 . Составьте уравнение геометрического места течек про
странства, равноудаленных от точки А  (1, 2, 3) и нача
ла координат.

8 . Докажите, что четырехугольник АВ С Л  с вершинами в 
точках А  (1, 3, 2), В  (О, 2, 4), С (1, 1, 4), В  (2, 2, 2) есть 
пара ллелогранм.

9. Докажите, что четырехугольник А В С В  является парал
лелограммом, если: 1) А  (О, 2, —3), В  (—1, 1, 1),
С (2, —2, —1), В  (3, —1, —5); 2) А  (2, 1, 3),
В  (1, О, 7), С (—2, 1, 5), В  (—1, 2, 1).

10. Докажите, что четырехугольник А В С В  является ром
бом, если: 1) А  (6, 7, 8), В  (8, 2, 6), С (4, 3, 2),
В (2, 8, 4); 2) А{0, 2 ,0), В( 1 ,0 , О), С(2, О, 2), В  (1, 2, 2).

11. Д рч ы  один конец отрезка А  (2, 3, —1) и его середина 
С (1, 1, 1). Найдите второй конец отрезка В (х, у , г).

12. Найдите координаты вершины В  параллелограмма 
А В С В , если координаты трех других его вершин извест
ны: 1) А  (2, 3, 2), В  (О, 2, 4), С (4, 1, О); 2) А  (1, —1, О), 
В  (О, 1, —1), С (—1, О, 1); 3) А  (4, 2, —1), В  (1, —3, 2), 
С 1—4, 2, 1).

13. Докажите, что середина отрезка с концами в точках 
А  (а, с, —Ь) и В  (—а, 6, Ь) лежит на оси у.

14. Д оке жите, что середина отразка с концами в точках 
С (а, Ъ, с) п В  (р, у, —с) лежит в плоскости ху.

15. Даны точки (1, 2, 3), (0, —1, 2), (1, О, —3). Найдите 
точки, симметричные данным относительно кооодинат- 
ных плоскостей.

16. Даны точки (1, 2, 3), (0, —1, 2), (1, О, —3). Найдите 
точки, симметричные нм относительно начала коорди
нат.

17. Найдите значения а, Ъ, с в формул ах параллельного пе
реноса х ' =  х  +  а, у ' =  у  +  Ь, г «= г +  с, если при 
этом паралл эльном переносе точка А  (1, О, 2) переходит 
в точку А  (2, 1, О).

18. При параллельном переносе точка А  (2, 1, —1) перехо
дит в точку А ' (1, —1, О). В какую точку перехедкт на
чало координат?
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19. Существует ли параллельный перенос, при котором точ
ка А  переходит в точку В, а точка С — в точку В ,  если:
1) А  (2, 1, О), В  (1, О, 1), С (3, —2. 1), X» (2, —3, О);
2) А  (—2, 3, 5), В  (1, 2, 4), С (4, —3, 6), X) (7, —2, 5);
3) А  (О, 1, 2), В  (—1, О, 1), С (3, —2, 2), X) ^2, —3, 1);
4) А (1, 1, О), В  (О, О, О), С (—2, 2, 1), X) (1, 1, 1)?

20. Точка А  отстоит от плоскости на расстояние Л. Найдите 
длины наклонных, проведенных из нее псц следующи
ми углами к плоскости- 1) ЗС ; 2) 45°; 3) 60°.

21. Наклонная равна а. Чему равна проекция этой наклон
ной на плоскость, если наклонная составляет с плос
костью угол, равный: 1) 45°; 2) 60°; 3) 30°?

22. Отрезок длиной 10 м пересекает плоскость; концы его
находятся на расстояниях 2 м и 3 м от плоскости. Н ай
дите угол между данным отрезком и плоскостью.

23. Два равнобедренных треугольника имеют общее основа
ние, а их плоскости образуют угол 60°. Общее основание 
равно 16 м; боковая сторона одного треугольника 17 м, 
а  боковые стороны другого перпендикулярны. Найдите 
расстояние между вершинами треугольников.

24. Две плоскости пересекаются под углом 30°. Точка А , 
лежащ ая в одной из этих плоскостей, отстоит от второй 
плоскости на расстояние а. Найдите расстояние от этой 
точки до прямой пересечения плоскостей.

25. Равнобедренные треугольники АВС  и А В В  с общим ос
нованием А В  лежат в разных плоскостях, угол между 
которыми равен сс. Найдите сов ос, если: 1) А В  =  24 м, 
АС  =  13 м, А В  =  37 м, СВ  =  35 м; 2) А В  =  32 м, 
АС — 65 м, АХ) =  20 м, СВ  =  63 м.

26. Найдите угол между плоскостями, если точка, взятия 
на одной из них, отстоит от прямой пересечения плоско
стей вдвое дальше, чем от второй плоскости.

27. Из точки, отстоящей от плоскости на расстояние а, про
ведены две наклонные, образующие с плоскостью углы в 
45° и 30°, а  между собой прямой угол Найдите расстоя
ние между концами наклонных.

28. Из точки, отстоящей от плоскости на расстояние а, про
ведены две наклонные, образующие с плоскостью углы 
45°, а между собой угол 60°. Найдите расстояние между 
концами наклонных.

29. Через катет равнобедренного прямоугольного треуголь
ника проведена плоскость под углом 45° ко второму ка
тету. Найдите угол между гипотенузой и плоскос
тью.

30. Из точки, отстоящей от плоскости на а, проведены две 
наклонные под углом 30° к плоскости, причем их проек
ции образуют угол 120°. Найдите расстояние между кон
цами наклонных.
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31. Катеты прямоугольного треугольника равны 7 м и 24 м. 
Найдите расстояние от вершины прямого угла до пло
скости. которая проходит через гипотенузу и составляет 
угол 30° с плоскостью треугольника.

32. Даны четыре точки: А (2, 7, —3), В  (1 ,0 , 3), С (—3, —4,5). 
1 Н —2, 3, —1). Укажите среди векторов А В , ВС, 
НС, А Л , АС  и В В  равные векторы.

33. Дачы три точки: А  (1, 0, 1), В  (—1, 1, 2), С (0, 2, —1). 
Найдите точку В  (х, у , г), если известно, что: 1) век
торы А В  и СВ  равны; 2) сумма векторов А В  и СВ  рав
на нулю.

34. При каких значениях т и п  данные векторы коллинеарны: 
1) а (2, п, 3), I  (3, 2, т ) ;  2) а (т, 2, 5), Ъ (1, —1, п);
3) а {т , п, 2)^ Ъ (6, 9, 3)?

35. Дан ьэктор а (1, 2, 3). Найдите коллинеарный ему век
тор с началом в точке А (1, 1, 1) и концом В на плоско
сти ху.

35. При каком значении п данные векторы перпендикулярны:
1) а (2, —1, 3), Ъ (1, 3, п ); 2) а (п , —2, 1^, Ъ (п, — п, 1);
3) а (п , —2, 1), Ъ (п , 2л, 4); 4) а (4, 2п, —1),
Ъ (—1, 1, п)?

37. Даны три точки: А (1, 0, 1), В  (—1, 1, 2), С (0, 2, —1). 
Найдите на оси г такую точку В  (0, 0, с), чтобы векторы 
А В  и СВ  были перпендикулярны.

38. Викторы а и Ь образуют угол 60°, а вектор с им перпен
дикулярен. Найдите абсолютную величину вектора 
а +  Ъ +  с.

39. Векторы а, Ъ, с единичной длины образуют попарно уг
лы 60°. Найдите угол ф между векторами 1) а и Ь +  с;
2) о и Ь — с.

40. Даны четыре точки: А (0. 1, —1), В  (1, —1. 2), 
С(3, 1, 0), 0 (2 , —3, 1). Найдите косинус угла ф между
векторами А В  и СВ.

41. Даны три точки: А (О, 1, —1), В  (1, —1, 2), С (3, 1, 0). 
Найдите косинус угла С треугольника АВС.

42. Из вершины А треугольника АВ С  восставлен перпен
дикуляр А В  к плоскости треугольника. Найдите ко
синус угла ф между векторами ВС  и В В , если угол А В В  
равен а, а угол АВС  равен Р.^

43. Наклонная образует угол 45° с плоскостью. Через ос
нование наклонной проведена прямая в плоскости под 
углом 45° к проекции наклонной. Найдите угол ф меж
ду этой прямой и наклонной.
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44. Из точки вне плоскости проведены перпендикуляр и дьэ 
равные наклонные, образующи а углы а  с перпендикуля
ром. Найдите угол <р между проекциями нагл они: их, 
если угол ] .ежду наклонными р.

4-5. Найдитз единичный вектор, коллинеарный вектору 
а (2, 1, —2).

46. Даны две точки: А  (1, О, 2) и В (—1, 1, 1). Найдите ко
ординаты. единичного вектора е (а, Ь, с), колллнеарного 
вектору А В  и одинаково с ним направленного.

47. При каком условии вектор а  (а1р а 2. а 3) параллелен оси г?
48. При каком условии плоскость, заданная уравнением 

ах  +  Ъу +  сг +  А =  О, параллельна плоскости ху?
49. Даны точки А  (1, 2, 3) и В  (О, 1, —1). Найдите уравне

ние плоскости, которая проходит через точку А  и пер
пендикулярна прямой А В .

50. Составьте уравнение плоскости, которая проходит через 
точку А  и перпендикулярна прямой А В , если: 
1) А  (—1, 1, 2), В(2, 0, 1); 2) А  (1, 0, —1), В(4, 3, —3);
3) А  (3, —4, 5), В (2, 1, 2).

51. Найдите отрезки, которые плоскость ах-\-Ъу -{-сг -\-А= 0  от
секает на осях координат, если а , Ъ, с, А не равны нулю.

52. Докажите, что прямая пересечения плоскостей, заданных 
уравнениями аХх +  =  А±, агх  +  Ъ2у — Ай, парал
лельна оси г,

53. Д окалите, что плоскости, заданные уравнениями 
ах +  Ьу +  сг +  А =■ О, ах +  Ъу +  сг +  Аг =  О, не име
ют общих точек, если А Ф  Аг.

54. Докажите, что любая плоскость, параллельная плоско
сти ах +  Ьу +  с? +  А =  О, задается уравнением вида 
ах  +  Ъу +  сг +  А' — 0, где А' ф  А.

55. Плоскость задана уравнением ах +  Ъу +  сг +  А =  О. 
Какому условию должны удовлетворять координаты 
точки Р  (к, I, т), чтобы прямая, проходящая через эту 
тс яку и начало координат, была перпендикулярна пло
ско. ти?

56. Дана точка Р  (к, I, т). Найдите уравнение плоскости, 
которая проходит через начало координат О и перпен
дикулярна прямой ОР.

57. Найдитз точку пересечения трех плоскостей, заданны х 
уравнениями:
1) х  +  у  +  2 =  1, х  — 2у =  О, 2х +  у  +  Зг +  1 =  О;
2) х — у =  3, у  +  г =  2, х — г = 4 ;
3) х  -ц 2 =  О, 2х  — у  =  3, Зх +  2у — г =  8;
4) х +  2у +  Зг=1, Зх +  у  +  2г =  2, 2х +  Зу +  г  =  3.

58. Докажите, что плоскости, заданные уравнениями 
х  +  У +  г =  1, 2х +  р +  Зг +  1 =  О, х +  2г +  1 =  О, 
не имеют ни одной общей точки.
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59. При каком условии плоскость, заданная уравнением 
ах +  ву +  сг +  й =  0, 1) параллельна оси г; 2) про
ходит через ось г?

60. При каком условии плоскость, заданная уравнением 
ах +  Ьу +  сг +  й =  О, перпендикулярна плоскости ху?

61. Плоскость задана уравнением 2х +  ду +  г =  1. Ука
жите какой-нибудь вектор, параллельный плоскости.

С2. Прямая является пересечением плоскостей 2х +  Зу +  
+  2 =  1, х  +  у  +  г — 1. Укажите какой-нибудь век
тор, параллельный прямой.



10 класс

§ 18. МНОГОГРАННИКИ

МНОГОГРАННЫЕ УГЛЫ

Двугранным углом называется фигура, образованная дву
мя полуплоскостями с общей ограничивающей их прямей 
(рис. 260). Полуплоскости называются гранями, а ограничи
вающая их прямая — ребром двугранного угла.

Плоскость, перпендикулярная ребру двугранного угла, 
пересекает его грани по двум полупрямым. Угол, образован
ный этими полупрямыми, называется линейным углом двугран
ного угла. За меру двугранного угла принимается мера со- 
огвотстгующого ему линейного угла. Все линейные углы 
двугранного угла совмещаются параллельным переносом, 
а  значит, равны. Поэтому мера двугранного угла не зависит 
от гыбора линейного угла.

З а д а ч а  (1). Из точек А  к В, лежащих в гранях дву
гранного угла, опущены перпендикуляры А А 1 и В В 1 па реб
ро угла. Найдите длину отрезка А В , если А А У =  а, В В 1 =  
=  Ь, =  с и двугранный угол равен а (рис. 261).

Р е ш е н и е .  Проведем прямые А ХС |] В В Х и ВС  Ц А ^В ^  
П рямая А, В, перпендикулярна плоскости треугольника ААуС, 
так как она перпендикулярна двум прямым в этой плоскости 
А А 1 и  САу. Следовательно, параллельная ей прямая ВС то
же перпендикулярна этой плоскости. Значит, треугольник АВС  
прямоугольный с прямым углом С. По теореме косинусоз
А С 2—АА1  +  А ХС2 — 2 А А У- А^С-сов а =  с 2+  Ь2— 2аЬ соз а.

720



По теореме Пифагора

Ркс. 263

А В  = У  АС2 +  ВС1 =
=  ] о- +  Ъ2 — 2аЪ сое а +  с2 .

Трехгранным углом (аЪс) называется 
фигура, составленная из трех плоских 
углов: (ао), (Ъс) и (сс) (рис. 262). Эти уг
лы называются гранями трехгранного 
угла, а их стороны — ребрами. Об
щая вершина плоских углов называ
ется вершиной трехгранного угла. Дву
гранные углы, образуемые гранями и 
их продолжениями, называютсядвугран
ными углами трехгранного угла.

Аналогично определяется понятие 
многогранного угла (с1с 2с 3 ... ап) — 
как фигуры, составленной из плоских 
углов (с^г), (с ,с3), (с3с 4), ..., (слс4).
Д ля многогранного угла определяются 
понятия граней, ребер и двугранных 
углов так же, как и для трехгран
ного угла (рис. 263).

3 а д а ч а (3). V  трехгранного уг
ла один плоский угол равен у (у <  л),
а прилежащие к нему двугранные углы равны <р̂ ф <  ^  .
Найдите два других плоских угла а и угол |3, котор гй 
образует плоскость угла у с противолежащим ребром.

Р е ш е н и е .  Опустим из произвольной точки 5  ребра, 
прэтиволел ащего углу у, перпендикуляр 8 А  на плоскость 
угла у и перпендикуляоы 8 В  и 8С  на его стороны (рис. 264). 
По теореме о трех перпендикулярах отрезки А В  и АС  перпен
дикулярны сторонам угла у. Прямоугольные треугольники 
8С А  и 8 В А  равны по катету и противолежащему углу. По
этому А В  =  АС. Прямоугольные треугольники АОВ  и АОС 
равны по катету и гипотенузе. Поэтому А. АОС =  Аа. АОВ =•
=  —. Имеем:

=  А С = " ,  СМ =  ^ - = ^ - .
61П ф 1-ё Ф

ОС = АС А 8

. У 
б ! п  —  

2
V ̂Б1П -

Отсюда
у  у

1 ё ~
у1*-Ы



МНОГОГРАННИК

Многогранником называется тело, огра
ниченное конечным числом плоскостей. Гра
ница многогранника называется его поверх
ностью (рис. 265).

Многогранник называется выпуклым, ес
ли он лежит по одну сторону от каждой 
из ограничивающих плоскостей. Общая 
часть поверхности выпуклого многогранника 
и ограничивающей его плоскости называется 
гранью. Стороны граней многогранника на
зываются ребрами, а вершины — вершина
ми многогранника.

Поясним данное определение на приме
ре знакомого вам куба (рис. 266). Куб есть 

Рис. 266 выпуклый многогранник. Его поверхность со
стоит из шести квадратов: АВС И , В Е Р  С , . . . .  Они являются его 
гранями. Ребрами куба являются стороны этих квадратов А В , 
ВС, В Е , ... . Вершинами куба являются вершины квадратов 
А , В , С, В ,  Е , ... . У куба шесть граней, двенадцать ребер 
и восемь вершин.

ПРИ2МА
Призмой называется многогранник, образованный заклю

ченными между двумя параллельными плоскостями отрезками 
всех параллельных прямых, которые пересекают плоский 
многоугольник в одной из плоскостей. Грани призмы, лежащие 
в этих плоскостях, называютсл  основаниями прг.змы. Другие 
грани называются боковыми гранями. Все боковые грани — 
параллелограммы. Ребра призмы, соединяющие вершины ос
нований, называются боковыми ребрами. Все боковые ре^ра 
призмы параллельны.

Н а рисунке 267 изображена призма. Она образована от
резками X X '  параллельных прямых, пересекающих много
угольник Р: А ,Л 2Л 3 ... А п в плоскости а . Основаниями 
призмы являются многоугольник Р  и равный ему многоуголь
ник Р ' в плоскости а ' .  Боковыми гранями призмы являются 
параллелограммы А 1А  А.'2А'1, А 2А3А^А’2, ... . Боковыми реб
рами призмы являются отрезки А 1А'[, А гА'2, АзА'3, ... .

Высотой призмы на зыьается расстояние между плоскостя- 
*:и ее оснований. Отрезок, соединяющий две вершины, не 
принадлежащие одной грани, назыдает'-я диагональю призмы. 
Диагональным сечением призмы называется сеченле плоско
стью. проходящей через два боковых ребра, не принадлежа
щих одной грани. Призма называется прямой, если ее боковые
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Рис. 268Ггс. 2С7

ребра перпендикулярны основаниям. В противном случае 
призма называется наклонной. Прямая призма называется 
правильной, если ее оснс вания являются правильными много
угольниками.

З а д а ч а  (8). Основанием призмы является правильный ше
стиугольник со стороной а, а боковые грани — квадраты. Най
дите диагонали призмы и площади ее диагональных сеченкй.

Р е ш е н и е .  Диагональные сечения призмы представ
ляют собой прямс угольники (рис. 268), у которых основания
ми являются диагонали оснований призмы, а высотой — 
высота призмы. Диагонали основания ры  ны: большая 2а и 
меньшая а ]^3. Так как высота призмы равна стороне основа
ния а, то площади диагональных сечений равны 2а2 и с 2 / 3 .  
Диагонали призмы являются диагоналями диагональных се
чений. По теореме Пифагора диагонали призмы равны
V (2п)2 +  а2 =  а ] /5 ,  V ( а К З )2 +  а 2 =  2а.

Боковой поверхностью призмы (точнее, площадью боковой 
поверхности) называется сумма площадей боковых граней. 
Полная поверхность призмы равна сумме боковой поверхно
сти и площадей оснований.

Т е о р е м а  18.1. Боковая поверхноа ь прямой призмы рав
на произведению периметра осноссния не высоту призмы, т. е. 
ка длину бокового ребра.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Боковые грани прямой приз
мы — прямоугольники. Основания этих прямоугольников 
являются о т "  нгми многоугольника, лежащего в основании 
призмы, а ь  : м  равны длине боковых ребер. Отсюда сле
дует, чго боковая поверхность призмы равна 

5  =  аг1 +  ай1 +  ... +  ап1 =  р1, 
где р  — периметр основания призмы, а I — длина боковых ре
бер. Теорема докьоана.

З а д а ч а  (17). В наклонной призме проведено сечение, 
перпендикулярное боковым ребрам и пересекающее вес бо-
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ковые ребра. Найдите боковую поверхность призмы, если 
периметр сечения равен р , а боковые ребра равны I

Р е ш е н и е .  Плоскость проведенного сечения разбива
ет призму на две части (рис 269). Подвергнем одну из них 
параллельному переносу, совмещающему основания призмы. 
При этом получим прямую призму, у которой основанием слу
жит сечение исходной призмы, а боковые ребра равны I. Эта 
призма имеет ту же боковую поверхность, что и исходная. Та
ким образом, боковая поверхность исходной призмы равна р1.

ПОСТРОЕНИЕ ПЛОСКИХ СЕЧЕНИЙ
В стереометрии нередко приходится рассматривать сечения 

тел, в частности многогранников, различными плоскостями. 
Мы уже имели дело с такими сечениями в простейших случа
ях, решая задачи 8 и 17. Обычно задача состоит в том, чтобы 
построить сечение, имея параллельную проекцию тела. При 
ведем некоторые соображения, которыми пользуются при 
построении сечений многогранников.

Прежде всего заметим, что сечение выпуклого многогран
ника есть выпуклый плоский многоугольник, вершины которо
го в общем случае являются точками пересечения секущей плос
кости с ребрами многогранника, а стороны — с его граняг. к

Д ля построения прямой пересечения плоскостей обычно 
находят две ее точки и проводят через них прямую. Д ля по
строения точки пересечения прямой и плоскости находят в 
плоскости прямую, пересекающую данную. Тогда искомая 
точка получается в пересечении найденной пр - я с данной.

Приведем пример, из которого видно, ка:; зти общие со
ображения применяются.

З а д а ч а  (9). В правильной шестиугольной призме, у 
которой боковые грани — квадраты, проведите плоскость 
через сторону нижнего основания и противолежащую ей сто
рону верхнего основания. Сторона основания равна а. Найди
те площадь построенного сечения.
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Р е ш е н и е .  Сечение проходит черэз параллельные пря
мые А В  и Е ХЛ Х (рис 270). Ребра А В  и ЕуЛх являются сторо
нами пногоугольника в сечении. Найдем сторону Л хХ  этого 
многоугольника, лежащую в грани СС\ЛХЛ . Н а прямой Л хХ  
мы знаем одну точку — точку Ъх. Другой точкой является 
точка Р  пересечения прямых А В  и СЛ. Она лежит в плоско
сти грани ССХЛ ХЛ  и в плоскости сечения, а значит, и на пря
мой их пересечения Л хХ .  Соединяя точки Л х и Р  прямой, 
получим точку X .  Отрезок Л хХ  есть сторона сечения в грани 
ССХЛ ХЛ . Аналогично находим точку У. Искомый многоуголь
ник в сечении есть АВХЛуЕуУ.

Найдем теперь площадь сечения. Шестиугольник в осно
вании призмы является ортогональной проекцией шестпуголь-§
ника в сечении. Поэтому площадь сечения 8  =  — где

сов а
8о — площадь основания призмы, а а  — угол, который обра
зует секущая плоскость с плоскостью основания.

Так как Е А  Л- А В , то Е ХА  Л А В  (теорема о трех перпен
дикулярах). Поэтому а =  А- Е А Е Х. А так как Е Е Х =  а, 
А Е  =  а ] /3  (сторона правильного треугольника, вписанного
в окружность радиуса о),_го А Е Х — а2 -Ь (а У 3)” =  2а.
„  а |/'3 V  3 _Поэтому сов а  =  — Площадь  основания призмы

равна 8 0 =  6 • —с281п60° =  ^ - ^ - .  Итак, площадь сечения2 2
8  =  - А -  =  За2.

С 0 8 И

ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕД
Если основание призмы есть параллелограмм, то она 

называется параллелепипедом . У параллелепипеда все грани 
параллелограммы. Н а рисунке 271, а  изс сражен наклонный

Рис. 272
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параллелепипед, а на рисунке 271, б — прямой параллеле
пипед.

Т е о р е м а  18.2. Диагонали параллелепипеда пересекают
ся в одной точке и точкой пересечения делится пополам.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим какие-нибудь две 
диагонали параллелепипеда, например А гА^ и А ‘2 (рис. 272). 
Так как ч зтырехугольники А гА %А 3А 4 и А^А^А^Аз — парал- 
лзлеграгхмы, то четпрехуголе ник А^А.1А'7АЛ гоже параллело
грамм. Диагонали параллелепипеда А хА' и А ХА'2 являются 
диагоналями этого параллелограмма. Поэтому они пересе
каются и ючкой пересечения О делятся пополам. Аналогично 
доказывается, что диагонали А, А' и А 2А ', а также диагонали 
АуА[ и АзА'г пересекаются и точкой пересечения делятся по
полам. Отсюда заключаем, что все четыре диагонали паралле
лепипеда пересекаются в одной точке и точкой пересечения де
лятся пополам. Теорез [а доказана.

Из теоремы 18.2 следует, что точка пересечения диагоналей 
параллелепипеда является ею  центром симметрии.

З а д а ч а  (24). В прямом парал
лелепипеде стороны основания 3 см и 
5 см, а одна из диагоналей основания 
4 см. Найдите большую диагональ пара
ллелепипеда, зная, что меньшая диаго
наль образует с плоскостью основания 
угол 60° (рис. 273).

А
Рис. 273

В

Р е ш е н и е .  Находим вторую 
диагональ основания. Так как основа
нием служит параллелограмм, а у па
раллелограмма сумма квадратов диа
гоналей равна сумме кзадратов его 
сторон, то вторая диагональ основания
равна ] /2  З2 -(- 2 ■ 52 — 42 =  |/5 2  >  
>  4. Боковое ребро равно 4 00° =
=  4 |^ 3 . Большая диагональ па-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмот
рим какие-нибудь две противолежащт е 
грани параллелепипеда, например

Грани параллелепипеда, не имею
щие общих вершин, называются про- 
т иволежащими.

раллелепипеда равна 2+ ( 4 |/  3)2=раллелепипеда равна

Т е  о р е м а  18.3. У параллелепипеда  
протиьолежащие грани параллельны и 
равны.

=  10 (см).

Рис. 274
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Ау'АгА^А^ и А 3А^А\А'й (рис. 274). Так как все грани паралле
лепипеда — параллелограммы, то прямая А^-А, параллельна 
прямой А 3Ац, а прямая А параллельна прямой А 4А '. 
Отсюда следует, что плоскости рассматриваемых граней па
раллельны. Из того, что грани параллелепипеда — паралле- 
логрпимы, следует, что все отрезки: А ^ А ^  А[А^, -А'-А' и 
А.2А 3 параллельны и равны. Отсюда заключаем, что грань 
АхА^А^А'^ совмещается параллельным переносом вдоль ребра 
А^А^ с гранью А 3А 4А'4А '. Значит, эти грани равны. Ана
логично доказывается параллельность и равенстзо лю
бых двух гротлаолежащих граней па| аллелепипеда. Теоре
ма доказана.

З а д а ч а  (28,. У параллелепипеда три грани имеют 
площади 1 м2, 2 м2 и 3 м2. Чему равна полная поверхность 
параллел шипэдг?

Р е ш е н и е .  Так как у параллелепипеда противолежа
щие грани равны, а следовательно, имеют равные площади, 
то у нашего параллелепипеда есть две грани с площадью по 
1 м2, две гран \ — по 2 м2 и две грани — по 3 м2. Так как у 
параллелепипеда ровно шесть граней, то его полная поверх
ность равна 2 - 1 - | - 2 ' 2  +  2 -  3 = 1 2  м2.

Прямой параллелепипед, у которого основанием является 
прямоугольник, называется прямоугольным параллелепипе
дом. У прямоугольного параллелепипеда все грани — пря
моугольники.

Прямоугольный параллелепипед, у которого все ребра 
разны, называется кубом.

Длины непараллельных ребер прямоугольного паралле
лепипеда называются его линейными размерами. У прямо
угольного параллелепипеда три линейных размера.

Т е о р е м а  18.4. В прямоугольном параллелепипеде квад
рат любой диагонали равен сумме квс дратов трех его линей
ных размеров.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим прямоугольный 
параллелепипед А В С р А 'В 'С 'В ’ (рис. 275). Из прямоуголь
ного треугольника АС 'С  по теореме Пифагора получаем:

А С '1 =  АС 2 +  СС”.
Из прямоугольного треугольника АСВ  по 1 
теореме Пифагора получаем: АС 2—АВ~-\-ВС2.
Отсюда

А С ” = СС” +  А В 2 +  ВС2.
Ребра А В , ВС  и СС' не параллельны, а 0 
следовательно, их длины являются линей
ными размерами параллелепипеда. Теорема 
доказана. Рис. 275
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З а д а ч а  (33). Диагонали трех граней 
прямоугольного параллелепипеда, сходящи
еся в одной вершине, равны с, Ь, с. Найдите 
линейные размеры параллелепипеда.

Р е ш е н и е .  Обозначим через х, у , г ли
нейные размеры параллелепипеда(рис. 276). 
Имеем: х2+ у 2 = с2, у 2 +  г2 = а2, г2+ х 2 = Ъ2. 
Почленно складывая первые дваVравнения 
и вычитая третье, получим: 2у2= с 2+ а 2—Ъ2.

Рпс. 276 Отсюда у =  1^/"— (с2 +  а2 — Ь2) • Аналогично

находим: х  =  ^ / ~ - -̂(Ь2 +  с2— с2), г =  ”̂ /  (а2 +  Ъ~ — с2) .

ПИРАМИДА

Пирамидой называется многогранник, образованный все
ми отрезками, соединяющими данную точку — вершину пи
рамиды — с точками плоского многоугольника — основания 
пирамиды. Поверхность пирамиды состоит из основания и 
боковых грачей. Каждая боковая грань — треугольник. Одной 
из его вершин является вершина пирамиды, а противолежа
щей ей стороной — сторона основания пирамиды. Боковыми 
ребрами пирамиды называются ребра, соединяющие вершину 
пирамиды с вершинами основания. Высотой пирамиды 
называется перпендикуляр, опущенный из вершины пирами
ды на плоскость основания.

Н а рисунке 277 изображена пирамида. Ее основанием 
является многоугольник А гА 2 ... А п , вершина пирамиды — 5, 
боковые ребра — З-Ац 8 А 2, ..., 8 А п , высота пирамиды — 8 Х .  
Пирамида называется п-уголъной, если в ее основании лежит 
п-угольник. Треугольная пирамида называется также тет
раэдром.
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З а д а ч а  (35). Основанием пирамиды является прямо
угольник со сторонами 6 см и 8 см. Каждое боковое ребро 
пирамиды равно 13 см. Вычислите высоту пирамиды.

Р е ш е н и е .  Так как все боковые ребра равны, то вер
шины основания одинаково удалены от основания высоты 
пирамиды (рис. 278), т. е. АО — ВО = СО =  1)0. Значит, 
основанием высоты пирамиды является центр окружности, 
описанной около основания, т. е. точка пересечения диагона
лей прямоугольника. Поэтому высота пирамиды равна кате
ту прямоугольного треугольника, у которого другой катет 
равен половине диагонали основания, а гипотенузой яв/ яется 
боковое ребро. Диагональ основания АС =  +  82 =  10 см.
Поэтому высота пирамиды 8 0  =  У  13г — 52 =  12 см.

Т е о р е м а  18.5. Плоскость,параплелы'.аяоснованию пира
миды и пересекающая ее, отсекает подобную пирамиду.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 8  — вершина пирамиди, 
а  — плоскость ее основания и а ' — секущая плоскость 
(рис. 279). Возьмем две произвольные точки X  и X  на основа
нии пирамиды. Плоскость а ' пересекает отрезки Х 8  и У 8  
в точках X ' к  У .  Прямые X X  и Х 'Х ’ параллельны, так как 
лежат в одной плоскости, плоскости треугольника Х Т 8 , и не 
пересекаются. Из подобия треугольни
ков 8 X X  и 8 Х 'Х '  следует, что отноше- 

Х ' З  Х ' Зн и я   и   равны, т. е. отношениеХ5 У8
Х'З  =  к не зависит от взятой точки X.
Х 8
Отсюда следует, что отсекаемая пло
скостью а ' пирамида получается из 
данной пирамиды преобразованием го
мотетии относительно точки 8  с коэф
фициентом гомотетии к. А гомотетич
ные фигуры подобны, Теорема дока
зана.

З а д а ч а  (36). Высота пирамиды 
разделена на четыре равные частя и 
через точки деления проведены пло
скости, параллельные основанию. Пло
щадь основания равна 400 см2. Н ай
дите площади сечений (рис. 280).

Р е ш е н и е .  Сечения подобны ос
нованию пирамиды с коэффициентами

1 2  3 —подобия —, — и —. Площади подоо- 4 4 4
ных фигур относятся как квадраты ли- Рис. 280
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нойных размеров. Поэтому отношения площадей сечений к  
площади основания пирамиды есть и . Следо
вательно, площади сечений равны
<00 • =  25 см2, 400 • Щ 2 =  100 см3, 400 • =  225 см3.

Пирамида нязыгается правильной. если ее основанием яв
ляется правильный многоугольник, а основание высоты сов
падает с центром этого многоугольника. Осью правильной пи- 
р а .лды  называется прямая, содержащая ее высоту. Очевидно, 
у правильной пирамиды Соковые ребра равны; следовательно, 
боковые грани — ранные ранне бедренные треугольники. Вы
сота боковой грани правильной пирамиды, проведенная из 
ее вершины, называется апофемой. Боковой поверхностью пи
рамиды называется сумма площадей ев боковых граней.

Т е о р е м а  18.6. Б^г^овая поверхность 1сравилъной пирами
ды равна произведению полуперимзтра основания на апофему.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если сторона основания а, 
а число сторон п, то боковая поверхность пирамиды будет:
— п =  —  =  — где I — апофема, а р  — периметр основания.2 2 2
Теорема докатана.

З а д а ч а  (51). Найдите боковую поверхность пирамиды, 
у которой площадь основания У, а двугранные углы при ос
новании равны ф.

Р е ш е н и е .  Пусть А А  ... А п — мношугольник в 
основании пирамиды (рис. 281). Проведем выс оту пирамиды 
МО и высоту М Б  грани / . /А  А -  По теореме о трех перпенди
кулярах ОВ — высота треугольника ОАхА г. Имеем: М В  —
=  2 1 _ . Отсюда \  А А  -М В  = \  А А  • —  • Или 5  =

сое ф  2 2 сое ф
3 3

_  _ 1,о ' Аналогично получаем: 5  , . . =  л,Лз° - и т . д .
СОВ ф  “  ■ СОВф

Складывал эти равенства почленно, в ле
вой части получим боковую поверхность 
пирамиды, а в правой — площадь осно- 

УД вания (?, деленную на сов ф. Итак,
площадь Соковой поверхности пирамиды 

вI равна ------ .
\  СОВ ф
V . По теореме 18.5 плоек >сть а ', иарал-

>. \  N. лельная плоскости а  основании пирамиды
\  \  /  и пересекающая пирамиду, отсекает от нее

 ЧД / подобную пирамиду. Д ругая часть также
Аг <% представляет собой мноюграннчк, ко

торый вызывается усеченной пирамидой 
Рис. 281 (рис. 2 8 2 ). Грани усеченной пирамиды,
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лежащие в паьаллельн] IX плоскостях а  и----------- и ------- ту
а ' ,  называются основаниями пирамиды", ос- / з ^ .  / \
тальные грани называются боковыми гра- /  /А  ( _ \
нями. Основании усеченной пира: о д ы  / \ 7
представляют собой подобные (более то- | \  /
го, гог:огетичные) многоугольники, боко- / \ /
иые грани — тралзции. У сеченная пира
мида, которая получается из правши ной Рис’ 282
пирамиды, также называется правильней.
Боковые грани правильной усеченной пирамиды — равные 
равнобокие трапеции; их высоты называются апофемами.

З а д а ч а  (58). Докажите, что боковая поверхность пра
вильной усеченной пирамиды равна произведению полусум
мы периметров оснований на апофему.

Р е ш е н и е .  Боковые гран: г пирамиды — трапеции с 
одним и тем же верхним основанием с, нижним Ь и высотой
(апофемой) I. Поэтому площадь одной грани равна — (с +

2
+  Ь)1. Площадь всех граней, т. е. боковая поверхность, равна
— (ап 4- Ъг.)1, где ап и Ьп — периметры основе нмй.
2

Выпуклый многогранник называется правильным, если его 
грани являются правильными многоугольниками с одним и 
тем же числом сторон и в каждой вершине многогранника схо
дится одно и то же число ребер.

Существует пять типов правильном вы гуклых многогран
ников (рис. 283): правильный тетрагдр, куб, октаэдр, доде
каэдр, икоссэдр.

У  правильного тетраэдра грани — правильные треуголь
ники; в каждой вершине сходится по три ребра. Тетраэдр 
представляет собой треугольную пирамиду, у которой все 
ребра равны.

ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ

А Т / х

ЩясаздрТетраэдр ИуВ Октаэдр Додехаздр

Рис. 2СЗ
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У куба все грани — квадраты; в каждой 
вершине сходится по три ребра. Куб пред
ставляет собой прямоугольный параллеле
пипед с равными ребрами.

У октаэдра грани — правильные треу
гольники, но в отличие от тетраэдра в каж 
дой его вершине сходился по четыре ребра.

У додекаэдра грани — правильные пя
тиугольники. В каждой вершине сходится 
по три ребра.

У икосаэдра грани — правильные треу
гольники, но в отличие от тетраэдра и октаэ
дра в каждой вершине сходится по пять ребер.

З а д а ч а  (70). Найдите двугранные углы правильного 
тетраэдра.

Р е ш е н и е .  Проведем из вершины 8  тетраэдра высоты 
8 А , 8 В , 8С  его граней, сходящихся в этой вершине, и высоту 
8 0  тетраэдра (рис. 284). Если ребро тетраэдра обозначить че
рез а, то высоты граней будут равны°~2 -■ Из равенства вы
сот 8 А , 8В , 8С  следует равенство отрезков О А , ОВ , ОС. А 
они перпендикулярны сторонам треугольника в основании 
тетраэдра (теорема о трех перпендикулярах) Отсюда следу
ет, что точка О является центром окружности, вписанной в 
основание тетраэдра. Следовательно, отрезки ОА, ОВ и ОС
равны Обозначим через ср двугранный угол при реб
ре, содержащем точку А . Тогда

ОА о  о 3 1 плс оо/соз го =  —  =  — —  : —-—  = —, го «  70 32 .^  А8 6 2 3
Очевидно, двугранные углы при остальных ребрах тетраэдра 
такие же по величине.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Что такое двугранный угол (грань угла, ребро угла)?
2. Что такое линейный угол двугранного угла?
3. Почему мера двугранного угла не зависит от выбора 

линейного угла?
4. Объясните, что такое трехгранный угол (грани и  ребра 

трехгранного угла).
5. Объясните, что такое плоские и двугранные углы трех

гранного угла.
6. Что такое многогранный угол?
7. Что такое многогранник (поверхность многогранника)?
8. Какой многогранник называется выпуклым?
9. Что такое грань выпуклого многогранника, ребро, вер

шина?
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10. Что такое приз 1а (основания призмы, боковые гранп, 
ребра)?

11. Что такое высота призмы?
12. Что такое диагональ призмы? Что такое диагональное 

сечение?
13. К акая призма называется прямой (наклонной)?
14. Ка кая призма называется правильной?
15. Что такое боковая поверхность призмы (полная поверх

ность призмы)?
16. Докажите, что боковая поверхность прямой призмы 

равна произведению периметра основания на высоту 
призмы.

17. Какими соображениями пользуются при построении 
плоских сечений многогранников?

18. Что такое параллелепипед?
19. Докажите, что диагонали параллелепипеда пересекают

ся в одной точке и точкой пересечения делятся по
полам.

20. Докажите, что точка пересечения диагоналей паралле
лепипеда является его центром симметрии.

21. Докажите, что у параллелепипеда противолежащие гра
ни параллельны и равны.

22. Какой параллелепипед называется прямоугслвным? Что 
такое линейные размеры прямоугольного параллелепи
педа?

23. Что такое куб?
24. Докажите, что в прямоугольном параллелепипеде квад

рат любой диагонали равен сумме квадратов трех его 
линейных размеров.

25. Что такое пирамида (основанье пир шиды, боковые гра
ни, ребра, высота)?

26. Докажите, что плоскость, параллельная основанию 
пирамиды, отсекает от нее подобную пирамиду.

27. К акая пирамида называется правильной? Что такое ось 
правильной пирамиды?

28. Что такое апофема правильной пирамиды? Докажи
те, что боковая поверхность правильной пирамиды 
раина произведению полупериметра основания на 
апофему.

29. Объясните, что такое усеченная пирамида. Докажите, 
что боковая поверхность правильной усеченной пира
миды равна произведению полусуммы периметров ос
нований на апофему.

30. Какой многогранник называется правильным/
3 1 . Перечислите пять типов правильных многогранников 

и опишите их.
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УПРАЖ НЕНИЯ

1. Из точек А  и В, лежащих в гранях двугранного угла, 
опущены перпендикуляры А  А1 и В В г на ребро угла. 
Найдите длину отрезка А В , если А А У =  а, В В Х =  Ъ, 
А ^  =  с и двугранный угол равен а.

2. В задаче 1 найдите двугранный угол а, есла АА± =  3,
=  4, А &  =  6, А В  = 7.

3. У трехградного угла один плоский угол равен у (у <  
<  л), а прилежащие к нему двугранные углы равны
Ф (ф <  Найдите два других плоских угла а  и угол Р,
который образует плоскость угла у с противолежащим 
ребром.

4. У трехгранного угла два плоские угла острые и равны сс, 
а третий угол равен у. Найдите двугранные углы ф, 
противолежащие плоским углам сс, и угол р между пло
скостью у и противолежащим ребром.

5. В прямой треугольной призме стороны основания рав
ны 10 см, 17 см и 21 см, а высота призмы 1С см. Найдите 
площадь сечения, проведенного через боковое ребро и 
меньшую высоту основания.

6 . Боковое ребро наклонной призмы равно 15 см и накло
нено к плоскости основания под углом 30°. Найдите 
высоту призмы.

7. В наклонной треугольной призме расстояния между 
боковыми ребрами равны 37 см, 13 см и 4С см. Найдите 
расстояние между большой боковой гранью и противо
лежащим боковым ребром.

8. Основанием призмы является правильный шестиуголь
ник со стороной а, а боковыз грани — квадраты. Найдите 
диагонали призмы и площади ее диагональных сечений.

9 . Внутри правильной шестиугольной призмы, у которой 
боковые грани — квадраты, проведите плоскость через 
сторону нижнего основания и противолежащую ей сто
рону верхнего основания. Сторона основания равна а. 
Найдите площадь построенного сечения.

10. Через сторону нижнего основания правильной треух'оль- 
ной призмы проведена плоскость, пересекающая боко
вые грани по прямым, составляющим угол сс. Найдите 
угол наклона этой плоскости к основанию призмы.

11. В правильной четырехугольной призме через середины 
двух смежных сторон основания проведена плоскость, 
пересекающая три боковых ребра и наклоненная к пло
скости основания под углом сс. Сторона основания рав
на а. Найдите площадь полученного сечения.

12. В правильной четырехугольной призме площадь осно
вания 144 см2, а высота 14 см. Найдите диагональ призмы.
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13. В пр авильной четырехугольной прлзме площадь боко
вой грани равна (}. Найдите площадь диагонального 
сечения.

14. Сторона основания правильной четырехугольной приз
мы равна 15, высота равна 20. Найдите кратчайшее 
расстояние от стороны основания до не пересекающей 
ее диагонали призмы.

15. В прямой треугольной призме все ребра равны. Боко
вая поверхность равна 12 м*. Найдите высоту.

16. Бокозая поверхность правильной чстырехугольной приз
мы раьна 32 м2, а полная поверхность 40 м2. Найдите 
высоту.

17. В наклонной призме проведено сечение, перпендикуляр
ное боковым ребрам и пересекающее все боковые ребра. 
Найдите боковую поверхность призмы, если периметр 
сечения равен р , а боковые рэбра равны I.

18. Расстояния между боковыми ребрами наклонной тре
угольной призмы равны 2 см, 3 см и 4 см, а боковые 
ребра 5 см. Найдите боковую поверхность призмы.

19. По стороне основания а и боковому ребру Ь найдите пол
ную поверхность правильной призмы: 1) треугольной; 
2) че1ырехугольной; 3) шестиугольной.

20. Плоскость, проходящая чегез сторону основания пра
вильной треугольной призмы и середину противоле
жащего ребра, образует с основанием угол 45°. Сто
рона основания I. Найдите боковую поверхность 
призмы.

21. Найдите диагонали прямоугольного параллелепипеда 
по трем его измерениям: 1) 1, 2, 2; 2) 2, 3, 6; 3) 6, 6, 7.

22. Боковое ребро прямого параллелепипеда равно 5 м, 
стороны основания равны 6 м и 8 м, я одна из .диагоналей 
основания равна 12 м. Найдите диагонали параллелепи
педа.

23. Ребро кзба равно а. Найдите расстояние от вершины 
куба до его диагонали.

24. В прямом параллелепипеде стороны основания 3 см и 
5 см, а одна из диагоналей основания 4 см. Найдите 
большую диагональ параллелепипеда, зная, что меньшен 
диагональ образует с плоскостью основания угол 60°.

25. Найдите диагонали прямого параллелепипеда, 5' кото
рого каждое ребро равно а, а угол основания равен 60°.

26. В прямоугольном параллелепипеде стороны основания 
7 дм и 24 дм, а высота параллелепипзда 8 дм. Найдите 
площадь диагонального сечения.

27. В прямом параллелепипеде боковое ребро равно 1 ы, 
стороны основания равны 23 дм и 11 дм, а диагонали 
основания относятся как 2 : 3. Найдите площади диа
гональных сечений.
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28. У параллелепипеда три грани имеют площади 1 м2, 
2 м2 и 3 м2. Чему равна полная поверхность параллеле
пипеда?

29. Найдите поверхность прямоугольного параллелепипе
да по трем его измерениям: 10 см, 22 см, 16 см.

30. Найдите боковую поверхность прямоугольного парал
лелепипеда, если его высота к, площадь основания Я, 
а площадь диагонального сечения Л/.

31. В прямом параллелепипеде стороны основания 6 м и 
8 м образуют угол 30°; боковое ребро равно 5 м. Найдите 
полную поверхность этого параллелепипеда.

32. В прямом параллелепипеде стороны основания 3 см и 
8 см; угол между ними 30". Боковая поверхность равна 
220 см2. Найдите полную поверхность.

33. Диагонали трех граней прямоугольного параллелепи
педа, сходящиеся в одной вершине, равны с, Ь, с. Н ай
дите линейные размеры параллелепипеда.

34. Основание пирамиды — равнобедренный треугольник, 
у которого основание равно 12 см, а боковая сторона 
10 см. Боковые грани образуют с основанием раввыэ 
двугранные углы, содержащие по 45°. Найдите высоту 
пирамиды.

35. Основание пираг'иды — прямоугольник со сторонами 
6 см и 8 см. Каждое боковое ребро пирамиды равно 
13 см. Вычислите высоту пирамиды.

36. Высота пирамиды разделена на четыре равные части и 
через точки деления проведены плоскости, параллель
ные основанию. Площадь основания разна 400 см2. 
Найдите площади сечений.

37. Высота пирамиды равна 16 м. Площадь основания рав
на 512 м2. Н а каком расстоянии от основания находится 
сечение, параллельное ему, если площадь сечения 50 м"?

38. Основанием пирамиды является правильный треуголь
ник; одна из боковых граней перпендикулярна основа
нию, а две другие наклонены к нему под углом а. К ак  
наклонены к плоскости основания боковые ребра?

39. В основании пирамиды лежит прямоугольный треуголь
ник с гипотенузой а. Каждое боковое ребро образует с 
плоскостью основания угол р. Найдите высоту пира
миды.

40. Основание пирамиды — прямоугольный треугольник с 
катетами 6 см и 8 см. Все боковые грани наклонены к 
плоскости основания под углом 60°. Найдите высоту 
пирамиды.

41. В правильной треугольной пирамиде через сторону ос
нования проведена плоскость, перпендикулярная про
тиволежащему боковому ребру. Найдите площадь се
чения, если сторона основания с, а высота пирамиды к.
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42. Высота правильной четырехугольной пирамиды равна 
7 см, а сторона основания 8 см. Найдите боковое ребро.

43. Основание пирамиды — параллелограмм, у которого 
стороны 3 см и 7 см, а  одна из диагоналей 6 см; высота 
пирамиды проходит через точку пересечения диагона- 
л ей, она равна 4 см. Найдите боковое ребро пирамиды.

44. В правильной четырехугольной пирамиде плоский угол 
при вершине равен а .  Найдите двугранный угол х при 
основании пирамиды.

45. По данной стороне основания а и боковому ребру Ь 
найдите высоту правильной пирамиды: 1) треугольной; 
2) четырехугольной; 3) шестиугольной.

46. По данной стороне основания а и высоте Ь найдите апо
фему правильной пирамиды: 1) треугольной; 2) четы- 
рехугольнол; 3) шестиугольной.

47. По стороне основания а и высоте А найдите полную по
верхность правильной пирамиды: 1) треугольной; 2) че
тырехугольной; 3) шестиугольной.

48. Найдитз полную поверхность правильной шестиуголь
ной пирамиды, если ее боковое ребро а, а радиус окруж
ности, вписанной в основание, — г.

49. В правильной четырехугольной пирамиде боковая по
верхность равна 14, 76 м2, а полная поверхность 18 м2. 
Найдите сторону основания и высоту пирамиды.

50. По стороне основания а найдите боковую поверхность 
правильной четырехугольной пирамиды, у которой диа
гональное сечение равновелико основанию.

51. Найдите боковую поверхность пирамиды, у которой пло
щадь основания (3, а двугранные у^лы при основании 
равны ф.

52. Найдите двугранные углы при основании правильной 
пирамиды, у которой площадь основания равна 3 , а 
боковая поверхность — 5.

53. Найдите сторону основания и апофему правильной тре
угольной пирамиды, если ее боковое ребро равно 10 см, 
а боковая поверхность равна 144 см2.

54. В правильной четырехугольной пирамиде найдите сто
рону основания, если боковое ребро равно 5 см, а пол
ная поверхность 16 см2.

55. Основание пирамиды — ромб с диагоналями 6 м и 8 м; 
высота п и р а м и д ы  проходит через точку пересечения диа
гоналей ромба и равна 1 м. Найдите боковую поверх
ность пирамида»

53. Основание пирамиды — равнобедренный треугольник со 
сторонами 40 см, 25 см и 25 см. Высота пирамиды про- 
ходит через вершину угла., противолежащего стороне 
40 см, и равна 8 см. Найдите боковую поверхность пи
рамиды.
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57. Основание пирамиды — квадрат, ее высота проходит 
через одну из вершин основания. Найдите боковую по
верхность пи рапиды, если сторона основания равна 
20 дм, а высота 21 дм.

58. Докажите, что боковая поверхность прг вильной усечен
ной пирамиды равна произведению полусуммы перимет
ров оснований на апофему.

59. Высота правильной четырехугольной усеченной пира
миды равна 7 см. Стороны оснований равны 10 см и 2 см. 
Найдите боковое ребро пирамиды.

60. Стороны оснований правильной усеченной треугольной 
пирамиды 4 дм и 1 дм. Боковое ребро 2 дм. Найдите еы - 
ссту пирамиды.

61. В правильной четырэхугольной усеченной пирамиде 
высота равна 2 см, а стороны оснований 3 см и 5 см. Н ай
дите диагональ пирамиды.

62. Стороны оснований усеченной правильной треугольной 
пирамиды 2 см и 6 см. Боковая грань образует с боль
шим основанием угол 60°. Найдите высоту.

63. В правильной усеченной треугольной пирамиде сторона 
большего основа чия с, сторона меньшего Ь. Боковое 
ребро образует с основание..! угол 45°. Найдите площадь 
сечения, проходящего через боковое ребро и ось1 пира
миды.

64. Высота правильной четырехугольной усеченней пира
миды равна 4. Стороны оснований равны 2 и 8. Найдите 
площади диагональных сечений.

65. В правильней треугольной усеченной пирамид, стороны 
основания 8 м и 5 м, а высота 3 м. Проведите сечение че
рез сторону нижнего основания и противоположную вер
шину верхнего основания. Найдите площадь сечения и 
двугранный угол между сечением и нижним основани зм.

66. В правильной четырехугольной усеченной пирамиде 
стороны оснований 8 м и 2 м. Высота равна 4 м. Найдите 
полную поверхность.

67. Найдите полную поверхность правильной усеченной 
пира"поды: 1) треугольной; 2) четырехугэльней; 3) ше
стиугольной, если высота А, а стороны оснований а и Ь.

63. Докажите, что центры граней куба являются вершина.1™ 
октаэдра, а центры граней октаьдра являются вершина
ми куба.

69. Докажите, что концы двух непараллельных диагоналей 
противолежащих граней куба являются вершинами 
тетраэдра.

70. Найдите двугранные углы прав: гльного тетраэдра.
71. Найдите двугранные углы октаэдра.

1 Ось правильной усеченной пирамиды совпадает с осью соответст
вующей полной пирамиды.
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§ 19. ТЕЛА ВРАЩЕНИЯ

ЦИЛИНДР
Пилиндром (точнее, круговым цилиндром) называется 

тело, образованное заключенными между двумя параллель
ными плоскостями отрезками всех параллельных прямых, 
пересекающих круг в одной из плоскостей. Отрезки с одним 
концом на окружности этого круга на
зываются образующими цилиндра.

Поверхность цилиндра состоит из 
оснований цилиндра — двух равных кру
гов, лежащих в параллельных плоско
стях, и боковой поверхности.

Цилиндр называется прямым , если 
его образующие перпендикулярны пло
скостям оснований. В дальнейшем мы 
будем рассматривать только прямой 
цилиндр, называя его для краткости 
просто цилиндром.

Н а рисунке 285 изображен прямой 
цилиндр. Он образован отрезками X X '  
параллельных прямых, заключенными 
между параллельными плоскостями а 
и а '. Его основаниями являются круги
К  И  К ' в ЭТИХ ПЛОСКОСТЯХ.

Прямой цилиндр можно рассматри
вать как тело, полученное при враще
нии прямоугольника вокруг его сторо
ны как оси (рис. 286).

Радиусом цилиндра называете л 
радиус его основания. Рысотой ци
линдра называется расстояние между 
плоскостями оснований. Осью цилиндра 
называется прямая, проходящая через 
центры оснований. Она параллельна 
образующим. Сечение цилиндра пло
скостью, проходящей через ось цилин
дра, называется осевым сечением. Пло
скость, проходящая через образующую 
цилиндра и перпендикулярная осево
му сечению, проведенному через эту 
образующую, называется касательной 
плоскостью цилиндра.

З а д а ч а  (2). Осевое сечение ци
линдра — квадрат, площадь которого С}.
Найдите площадь основания цилиндра. Рис. 287

Рис 286
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Р е ш е н и е .  Сторона квадрата равна У  Я. Она равна 
диаметру основания. Поэтому площадь основания равна
л  ( Щ ’ -

Т е о р е м а  19.1. Плоскость, перпендикулярная оси ци
линдра, пересекает его боковую поверхность по окружности, 
равной окружности основания.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р — плоскость, перпен
дикулярная оси цилиндра (рис. 287). Эта плоскость парал
лельна основаниям. Параллельный перенос в направлении 
оси цилиндра, совмещающий плоскость р с плоскостью осно
вания цилиндра, совмещает сечение боковой поверхности 
плоскостью р с окружностью основания. Теорема доказан*.

Призмой, вписанной в цилиндр, называется такая призма, 
основания которой — равные многоугольники, вписаннь е в 
основания цилиндра. Ее боковые ребра являются образующи
ми цилиндра (рис. 288, а). Призма называется о писанной 
около цилиндра, если ее основания — равные многоуголь
ники, описанные около оснований цилиндра. Плоскости ее 
граней касаются боковой поверхности цилиндра (рис. 288, б).

3 а д а ч а (7). В цилиндр вписана правильная шести
угольная призма. Е айдите угол между диагональю ее боковой 
грани и осью цилиндра, если радиус основания равен высоте 
цилиндра.

Р е ш е н и е .  Боковые грани призмы — квадраты, так 
как сторона правильного шестиугольника, вписанного в ок
ружность, равна радиусу (рис. 289). Ребра призмы параллель
ны оси цилиндра, поэтому угол между диаюналью грани и 
осью цилиндра равен углу между диагональю и боковым реб
ром. А этот угол равен 45°, так как грани — квадраты.

КОНУС
Пону сом (точнее, круговым конусом) ня.зыьается тело, 

образованное всеми отрезками, соединяющими данную т о ч 
ку — вершину конуса — с точками некоторого круга — осно
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Рис. 260 Рис. 291 Рис. 292

вания конуса. Отрезки, соединяющие вершину конуса с точками 
окружности основания, называются образующими конуса. По
верхность конуса состоит из основания и боковой поверхности.

Конус называется прямым, если прямая, соединяющая вер
шину конуса с центром основания, перпендикулярна плоско
сти основания. В дальнейшем мы будем рассматривать только 
прямой конус, называя его для краткости просто конусом.

Н а рисунке 2С0 изображен прямой конус. Его вершиной 
является точка 5 , а основанием — круг К  в плоскости а. 
Конус образован всеми отрезками 8 Х ,  соединяющими верши
ну 5  с точками X  основания.

Прямой конус можно рассматривать как тело, получен
ное при вращении прямоугольного треугольника вокруг его 
катета как оси (рис. 291).

Высотой конуса называется перпендикуляр, опущенный 
из его вершины на плоскость основания. У прямого конуса 
основание высоты совпадает с центром основания. Осью пря
мого конуса называется прямая, содержащая его высоту. Се
чение конуса плоскостью, проходящей через его ось, называет
ся осевым сечением. Плоскость, проходящая через образующую 
конуса и перпендикулярная осевому сечению, проведенно
му через эту образующую, называется касательной плоскостью 
конуса.

З а д а ч а  (12). В равностороннем конусе (в осевом се
чении — правильней треугольник) радиус основания К . Най
дите площадь сечения, проведенного через две образующие, 
угол между которыми равен сс.

Р е ш е н и е .  Сечение представляет- собой равнобедренный 
треугольник с боковыми сторонами, равными диаметру осно
вания (2В ), и углом между ними, равным а  (рис. 292). Пло
щадь этого треугольника равна — (2К) (2Е) з т  а  =  2В.2 з т  а.
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Т е о р е м а  19.2. Плоскость, перпендикулярная оси кону
са, пересекает конус по кругу, а боковую поверхность — ко 
окружности с центром на оси конуса.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р — плоскость, перпен
дикулярная оси конуса и пересекающая конус (рис. 293). 
Преобразование гомотетии относительно вершины конуса, 
совмещающее плоскость р с плоскостью основания, совмещает 
сечение конуса плоскостью р с основанием конуса. Следова
тельно, сечение конуса плоскостью есть круг, а сечение боко
вой поверхности — окружность с центром на оси конуса.

Плоскость, перпендикулярная оси конуса, отсекает от 
него меньший конус. Оставшаяся часть называется усеченным 
конусом (рис. 294).

З а д а ч а  (15). Конус пересечен плоскостью, параллель
ной основанию, на расстоянии й от вершины. Найдите площадь 
сечения, если радлус основания конуса Р ,  а высота Н .

Р е ш е н и е .  Проведе и осевое сечение конуса (рис. 295),
А ВИз подобия треугольников З А В  и 8 А 1В 1 получаем: —

3 0=  —- .  Так как А В  =  2В , А ^ х  = 2 г (г — радиус круга в 
сечении), 0 8  =  Н , ОхЗ  =  д, то

Пирамидой, вписанной в конус, называется такая пирамида, 
основание кото >ой есть многоугольник, вписанный в окруж
ность основания конуса, а вершиной является вершина кону
са (рис. 296). Боковые ребра пирамиды, вписанной в конус, 
являются образующими конуса. Пирамида называется о пи
санной около ксиуса, если ее основанием является многоуголь
ник, описанный около оси звания конуса, а вершина совпада
ет с вершиной конуса (рис. 297). Плоскости боковых граней 
описанной пирамиды являются касательными плоскостями 
конуса.

_  А. 
2н ~ н ' н

Площадь

5

Рис. 293 А
Рис. 294 Рис. 295
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Рис. 296 Рис. 297 Рис. 298

З а д а ч а  (27). У пирамиды все боковые ребра равны. 
Докажите, что она является вписанной в некоторый конус.

Р е ш е н и е .  Опустим перпендикуляр 8 0  из вершины 
пирамиды на плоскость основания (рис. 298) и обозначим дли
ну боковых ребер пирамиды через I. Вершины основания уда
лены от точки О на одно и то же расстояние В  =  | / В  — О З2. 
Отсюда следует, *гто наша пирамида вписана в конус, у ко
торого вершиной является вершина пирамиды, а основание — 
круг с центром О и радиусом В .

ША?
ВТ аром называется тело, которое состоит из всех точек 

пространства, находящихся на расстоянии, не болыиэм дан
ного, от данной точки, сяа точке называется центром шара, 
а данное расстояние — радиусом шара. Граница шара назы
вается шаровой поверхностью или сферой. Таким образом, точ
ками сферы являются все те точки шара, которые удалены от 
центра на расстояние, равноэ радиусу. Любой отрезок, со
единяющий центр шара с точкой шаровой поверхности, также 
зазывается рад: гусом. Отрезок, соединяющий две точки шаро
вой поверхности и проходящий через центр шара, называется 
диаметром. Концы любого диаметра называются диаметраль
но противоположными точками шара.

Шар таг: же, как цилиндр и конус, является телом враще
ния. Он получается при вращении полукру
га вокруг его диаметра как оси (рис. 299).

Т е о р е м а  19.3. Всякое сечение шара 
плоскостью есть круг. Центр этого круга 
есть основание перпендикуляра, опущен
ного из центра шара на секущую плос
кость.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а  — 
секущая плоскость и О — центр шара 
(рис. 300). Опустим перпендикуляр из рис. 299
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Рис. 301

центра шара на плоскость а  и обозначим 
через О' основание этого перпендикуляра. 
Пусть X  — произвольная точка шара, 
принадлежащая плоскости а. По теоре
ме Пифагора О Х2 =  ОО'2 +  О’Х 2. Так 
как О Х  не больше радиуса В  ш ара, то 
О 'Х  У  В 2— ОО'2, т. е. любая точка 
сечения шара плоскостью а  находится от 
точки О' на расстоянии, не большем 
У  В 2 — О б72, следовательно, она принад
лежит кругу с центром О' и радиусом 
У  В 2— ОО'2. Обратно, любая точка X  
этого круга принадлежит шару. А это зна
чит, что сечение шара плоскостью а  есть 
круг с центром в точке О '. Теорема дока
зана.

Из доказательства теоремы следует, 
что радиус круга, который получается в 
сечении шара плоскостью, можно вычис
лить по формуле

в '  =  у  В 2— ЭО'2.
Отсюда видно, что плоскости, равноуда
ленные от центра, пересекают шар по 
равным кругам. К руг в сечении плоскостью 
а  будет тем больше, чем ближе плоскость 
а  к центру шара, т. е. чем меньше расстоя
ние ОО'. Наибольший круг получается в 
сечении плоскостью, проходящей через 
центр шара. Радиус этого круга равен 
радиусу шара.

Плоскость, проходящая через центу шара, называется диа
метральной плоскостью. Сечение шара диаметральной пло
скостью называется большим кругом (рис. 301), а сечение 
сферы — большой окружностию.

З а д а ч а  (29). Через середину радиуса шара проведена 
перпендикулярная ему плоскость. К ак относится площадь 
полученного сечения к площади большого круга?

Р е ш е н и е .  Если радиус шара В  (рис. 302), то радиус круга

в сечении будет “у /  В 2 — =  В  " у / " О т н о ш е н и е  площади

этого круга к площади большого круга равно   _  3
п Е 2 ~4

Т е о р е м а  19.4. Любая диаметгелмая плоскость шара 
является его плое костью симметрии. Центр шара является 
его центром симметрии.
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Рис. 803

Рис. 304

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
а  — диаметральная плоскость и X  — 
произвольная точка шара (рис. 303).
Построим точку X ' , симметричную точ
ке X  относительно плоскости а. Отре
зок X X '  перпендикулярен плоскости а 
и пересекается этой плоскостью посе
редине (в точке А). Из равенства пря
моугольных треугольников О А Х  и 
О А Х '  следует, что О Х ' — ОХ. Так 
как О Х  Я , то и О Х' ^  Я , т. е. точ
ка, симметричная точке X ,  принадле
жит шару. Первое утверждение теоремы 
доказано.

Пусть теперь X "  — точка, симмет
ричная точке X  относительно центра 
шара. Тогда ОХ" =  О Х ^  Я , т. е. точ
ка X"  принадлежит шару. Теорема до
казана полностью.

Плоскость, проходящая через точ
ку  А  шаровой поверхности и  перпен
дикулярная к радиусу, проведенному 
в точку А , называется касательной пло
скостью. Точка А  называется точкой ка
сания (рис. 304).

Т е о р е м а  19.5. Касательная плос
кость имеет с шаром только одну об
щую точку — точку касания.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 
а  — плоскость, касательная к шару, 
и А  — точка касания (рис. 305). Возь
мем произвольную точку X  плоскости а, 
отличную от А .  Так как О А  — перпен
дикуляр, а О Х  — наклонная, то О Х  >  О А  =  Я . Следова
тельно, точка X  не принадлежит шару. Теорема доказана.

Прямая, проходящая через точку А  шаровой поверхности 
перпендикулярно к радиусу, проведенному в эту точку, назы
вается касательной.

•
Т е о р е м а  19.6. Через любую точку шаровой поверхности 

проходит бесчисленное множество касательных, все они ле
жат в касательной плоскости шара.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, пусть а  — ка
сательная плоскость шара в точке А  (см. рис. 305). Тогда любая 
прямая в плоскости а, проходящая через точку А ,  перпенди
кулярна радиусу ОА и, следовательно, является касательной. 
Любая касательная, проходящая через точку А , перпендику
лярна радиусу ОА, а следовательно, лежит в плоскости а.

Рис. 805
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З а д а ч а  (38). Шар радиуса В  
касается всех стопой правильного тре
угольники со стороной а. Найдите рас
стояние от центра шара до плоскости 
треугольника.

Р е ш е н и е .  Пусть А , В , С — точки 
касания ш ара со сторона чи треуголь
ника (рис. 308). Опустим из центра О 
шара перпендикуляр ООх на плоскость 
треугольника. Отрезки ОА, ОВ и СС 

Рис. 303 перпендикулярны сторонам. По теореме
о трех перпендикулярах отрезки ОхА , 

ОхВ и ОхС тоже перпендикулярны соответствующим сторонам 
треугольника. Из равенства прямоугольных треугольнике? 
ООхА , ООуЗ, ООхС (у них катет ООх общий, а гплотенузы раЕ- 
ны радиусу) следует ра зенетЕО сторон: ОхА  — О. В =  ОхС. 
Следовательно, Ох — центр окружности, описанной в тре
угольник. Радиус этой окр> жнсстя, как мы знаем, равен
° . По теореме Пифагора находим искомое расстояние. Оно
равно

У  О А 2 — ОхА* =  | ' В 2 — ^  .

УРАВНЕНИЕ СС-ЕРЫ

Составим уравнение сферы в декартовых координатах 
х, у , г. Пусть центр сферы находится в точке А  (а, Ь, с), а 
радиус сферы Я . Точками сферы являются те й только 
те точки пространства, расстояния от которых до точки А  
равны В . Квадрат расстояния от точки (х , у, г) до течки А  
равен

(х -  аГ  +  (у -  Ь)2 +  ( г -  с)2.
Поэтому уравнение сферы имеет вид:

(х — а)2 +  (у — Ь)2 +  (г — с)2 =  В \
Если центром сферы являв! ся начало координат, то уравне
нием сферы является *

X2 +  у* +  г2 =  В 2.
З а д а ч а  (43). Найдите уравнение сферы, которая 

проходит через точки (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, I ,  0), (1, 0, 0).
Р е ш е ч и е. Мы знаем, чго уравнение сф эпы имеет вид: 

(х — а )2 +  (у  — Ъ) +  (г — с)2 =  В 2. Координаты данных 
точек должнъ' удовлетворять этому уравнению. Подставляя 
их в уравнение, получаем систему уравнений относительно 
неизвестных с, Ь, с и В:
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С2 +  Ъ2 +  с2 =  Е \  
а2 +  Ь2 +  ( I  — с)2 =  В \  
а2 +  (1 — Ъ)- +  с2 =  Я 2,

(1 — о,У +  о2 +  с2 = Ш.
Почленно вычитая первое уравнение из остчльны::, полу
чим: 2с — 1 = 0 ,  2Ъ — 1 = 0 ,  2а — 1 = 0 .  Отсюда

» =  ■*. « =  | .  я  =  У * П Г н ? = у ± .

Искомое уравнение сферы:

Т е о р е м а  10.7, Линия пересечения двух афер есть окруж
ность.

Д о к а с а т е л ь с т в о .  Примем прямую, соедп- 
1 гяющую центры сфзр, зя ось х. Пусть точка (а, 0, 0) — 
центр первой сферы, а — ее радиус. Точка (Ь, 0, 0) — 
центр второй сферы, а Я 2 — ее радкус. Уравнениями сфер 
будут:

(х -  а)2 +  у* +  22 =  Е \, (1)
(Х _  ьу- +  у* +  г2 =  щ ш (2)

Точками пересечения сфео являются те точки простран
ства, которые удовлетворяют уравнениям (1) и (2). Поэтому 
они удовлетворяют уравнению, которое получается почлен
ным вычитанием уравнений (1) и (2), т. е. уравнению

2 (Ъ — а)х = Щ ~  Я\ — а2 +  Ь2. (3)
Это уравнение являетея уравнением плоскости, параллель
ной плоскости уг. Таким образом, пересечение наших сфер 
совпадает с пересечением плоскости, заданной уравнением 
(3), с любой из данных сфер. А ото пересечение, как мы зна
ем, является окружностью. Теорема доказана.

З а д а ч а  (45). Два равгых шара радиуса Я  распо
ложены 1  ак, что ^ентр одного лежит на поверхности другого. 
Найдите длину линии, по которой пересекаются их по
верхности.

Р е ш е н и е. Проведем сечение через 
центры шаров (рис. 307). Линия, о кото
рой идет речь в задаче, есть окруж
ность (теорема 19. 7). Ее радиус равен 
высоте разностороннего треугольника 
О А 01 со сторонами, равными Я. Вы
сота равна -Ц р--  Следовательно, длина 
линии равна пЯУ 3.
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ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Объясните, что такое круговой цилиндр (образующая 
цилиндра, основания и боковая поверхность цилинд
ра).

2. Какой цилиндр называется прямым?
3. Что такое радиус цилиндра, высота цилиндра, ось ци

линдра, осевое сечение цилиндра, касательная плос
кость цилиндра?

4. Докажите, что плоскость, перпендикулярная оси ци
линдра, пересекает его боковую поверхность по окруж
ности, равной окружности основания.

5. Что такое призма, вписанная в цилиндр (описанная 
около цилиндра)?

6. Что такое круговой конус, вершина конуса, образую
щ ая конуса, основание конуса, боковая поверхность ко
нуса?

7. Какой конус называется прямым?
8. Что такое высота конуса, ось конуса, осевое сечение 

конуса, касательная плоскость конуса?
9. Докажите, что плоскость, перпендикулярная оси ко

нуса, пересекает боковую поверхность по окружности 
с центром на оси конуса.

10. Что такое усеченный конус?
11. К акая  пирамида называется вписанной в конус (описан

ной около конуса)?
12. Что такое шар (шаровая поверхность или сфера)?
13. Что такое радиус шара, диаметр шара? Какие точ

ки шара называются диаметрально противополож
ными?

14. Докажите, что пересечение шара с плоскостью есть 
круг.

15. К акая  плоскость называется диаметральной плоскос
тью шара? Что такое большой круг?

16. Докажите, что любая диаметральная плоскость шара 
является его плоскостью симметрии. Центр шара яв
ляется его центром симметрии.

17. К акая  плоскость называется касательной к шару?
18. Докажите, что касательная плоскость имеет с шаром 

только одну общую точку — точку касания.
19. К акая  прям а я называется касательной к шару? Дока

жите, что через любую точку шаровой поверхности про
ходит бесчисленнее множество касательных прямых, 
все они лежат в касательной плоскости шара.

20. Выведите уравнение сферы.
21. Докажите, что линия пересечения двух сфзр есть 

окружность.
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УПРАЖ НЕНИЯ

1. Радиус основания цилинцрг 2 м, высота 3 м. Найдите 
диагонали осевого сечения.

2. Осевое сечение цилиндра — квадрат, площадь которо
го О. Найдите площадь основания цилиндр! I.

3. Высота цилиндра 6 см, радиус основания 5 см. Найди
те площадь сечения, проведенного параллельно оси ци
линдра на расстоянии 4 см от нее.

4. Высота цилиндра 8 дм, радиус основания 5 дм. Ци
линдр пересечен плоскостью так, что в сечении полу
чился квадрат. Найдите расстояние от этого сечения 
до оси.

5. Высота цилиндра 6 дм, радиус основания 5 дм. Концы 
данного отрезка длиной 10 дм лежат на окружностях 
обоих оснований. Найдите кратчайшее расстояние от 
него до оси.

6 . В равностороннем цилиндре (диаметр равен высоте ци
линдра) точка окружности верхнего основания соедине
на с точкой окружности нижнего основания. Угол между 
радиусами, проведенными в эти точки, равен 60°. Найдите 
угол х  между проведенной прямой и осью цшп ядра.

7 . В цилиндр вписана правильная шестиугольная приз
ма. Найдите угол между диагональю ее боковой гра
ни и осью цилиндра, если радиус основания равен 
высоте цилиндра.

8 . Высота цилиндра 2 м. Радиус основании 7 м. В этот 
цилиндр наклонно вписан квадрат так, что все верши
ны его лежат на окружностях оснований. Найдите сто
рону квадрата.

9. Радиус основания конуса 3 м, высота 4 м. Найдите об
разующую.

10. Образующая конуса I наклонена к плоскости основа
ния под углом 30°. Найдите высоту.

11. Радиус основания конуса Е . Осевым сечением являет
ся прямоугольный треугольник. Найдите его площадь.

12. В равностороннем конусе (в осевом сечении — правиль
ный треугольник) радиус основания Е . Найдите пло
щадь сечения, проведенного через лве образующие, 
угол между которыми равен а.

13. Высота конуса 20, радиус его основания 25. Найдите 
площадь сечения, проведенного через вершину, если 
расстояние от него до центра основания конуса равно 
12.

14. Радиус основания конуса Е , а образующая наклонена 
к  плоскости основания под углом а. Через вершину 
конуса проведена плоскость под углом <р к его высоте. 
Найдите площадь полученного сечения.
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15. Конус пересечен плоскостью, параллельной основанию, 
на расстоянии й от вершины. Найдите площадь се ю- 
чия, если радиус основания конуса В,  а высота Н.

16. Высота конуса Н.  Н а каком расстоянии от вершины на
до провести плоскость, параллельную основанию, что
бы плеща •р, сечения была равна половине площади осно
вания?

17. Через середину высоты конуса проведена прямая па
раллельно образующей I. Найдите дл.шу отрезка пря
мой, заключенного внутр.! конуса.

18. Образующая конуса 13 см, высота 12 см. Конус пере
сечен прямой, параллельной основанию; расстояние от 
нее до основания равно 6 см, а до высоты 2 см. Найди
те отречок этой прямой, заключенный внутри конуса.

19. В конусе даны радиус основания В  и высота Н.  Н ай
дите ребро зписанлого в него куба.

20. В конусе даны радиус основания В  и высота Н.  В него 
вписана правильная треугольная призма, у котох ой 
боковые грани — квадраты. Найдите ребро прлзмы.

21. Радиусы оснований усеченного конуса 3 м и 6 м, высо
та 4 м. Найдите образующую.

22. Радиусы оснований усеченного конуса В и г ;  образую
щ ая наклонена к основанию пед углом 45 \  Найдите 
высоту.

23. Образующая усеченного конуса равна 2с и каклензна к 
основанию под углом 60°. Радиус одного основания 
вдвое больше радиуса другого основания. Найдите каж 
дый из радиусов.

24. Радиусы оснований усеченного конуса 3 дм и 7 дм, об
разующая 5 дм. Найдите площадь осевого сечения.

25. Площади основании усеченного к о н у с а  4 дм2 и 16 дм2. 
Через середину высоты проведена плоскость, парал
лельная основаниям. Найдите площадь сечения.

26. Площади оснований усеченного конуса М  и т . Найди
те площадь среднего сечения, параллельного основаниям.

27. У  пирамиды все боковые ребра равны. Докажите, что 
она является вписанной в некоторый конус.

28. Ш ар, радиус которого 41 дм, пересечен плоскостью на 
расстоянии 9 дм от центра. Найдите площадь сечения.

29. Через середину радиуса шара проведена перпендику
лярная ему плоскость. К ак  относится площадь полу
ченного сечечия к  площади большого круга?

30. Радиус шара В.  Через конец рад 1уса прочедеча плос
кость под углом 60° к нему. Найдите площадь сечения.

31. Д ач шар радиуса В.  Через одну точку его поверхнос
ти проведены две плоскости: первая — наса гельная к 
шару, вторая — под углом 30° к первой. Найдите пло
щадь сечения.
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3?. Радиус земного л т р а  Л.  Чему равна длина параллели, 
если ее широта 60°?

33. Город N  находится ьа 60° северной широты. Какой 
путь ссверщсэт этоь пункт в течение 1 ч вследствие 
вращения Земли вокруг свое” оси? Радиус Земли При
пяти равным 6300 км. •

34. Н а поверхности шара даны три точки. Прямолинейные 
расстояния между ними 6 ом, 8 см и 10 см. Радиус шара 
13 см. Найдите расстояние от центра до плоскости, про
ходящей через эти точки.

35. Диаметр шара 25 см. На его поверхное'тт даны точка 
А  и окружность, все точки которой удалены (по прямой) 
от А  на 15 см. Найдите радиус этой окружности.

3€. П алу пар и  вписанный в него конус ипею т общее осно
вание и общую высоту. Черев середину высоты прове
дена плоскость, параллельная основанию. Докажите, 
что площадь сечения, заключенного между боковой 
поверхностью .сонуса и  поверхностью полушяра, рав
на половине площади основания.

37. Тело ограничено дьумя концентрическими шиповыми по
верхностями (полый шар). Докажите, что его сечение 
плоскостью, проходящей через центр, рг вновелпко сече
нию, касательному к  внутренней шаровой поверх
ности.

38. Шар радиуса Л  касается всех сто рол правильного тре
угольника со стороной с. Найдите расстояние от цент
ра шара до плоскости треугольника.

36. Стороны треугольника 13 см, 14 см и 15 см. Найдите 
расстояние от плоскости треугольника до центра ша
ра, касающегося всех сторон треугольника. Радиус ша
ра 5 см.

40. Диагонали ромба 15 см и 20 см. Ш аровая поверхность 
касается всех его сторон. Радиус шара 10 см. Найдите 
расстоянье от центра шара до плоскости ромба.

41. Через течку, лежащую на поверхности ш ара, проведены 
две взаимно перпендикулярные плоскости, которые пе
ресекают шар по кругам радиусов гх и г2. Найдите 
рядиус шара Л.

42. Рад аус шара 7 см. На его поверхности даны две 
равные окружности, имеющие общую хорду дли- 
той 2 см. Найдите радиусы окружностей, зная, что

их плоскости перпендикулярны.
43. Найдите уравнение сфе эы, которая проходит через точ

ки (0, 0, 0), (0, 0, 1), 1. 0), (1, 0, 0).
44. Найдите уравнение сферы радиуса 3, проходящей 

через точки (0, 0, 0), (4, 0, 0), (С, 4, 0).
45. Д ва равных ы&ра радиуса Л  расположены так, что 

центр одного лежит на поверхности другого. Наьди-
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те длину линии, по которой пересекаются их поверх
ности.

46. Радиусы шаров равны 25 дм и 29 дм, а расстояние меж
ду их центрамл 36 дм. Найдите длину линии, по которой 
пересекаются их поверхности.

47. Найдите радиус шара, описанного около куба со сто
роной га.

48. Найдите радиус шара, описанного около правильного 
тетраэдра с ребром с.

49. Шар радиуса К  вписан в усеченный конус. Угол накло
на образующей к плоскости нижнего основания кону
са равен а .  Найдите радиусы оснований и образую
щую усеченного конуса.

50. Правильная га-угольная призма вписана в шар радиу
са В . Ребро основания призмы равно с. Найдите высо
ту призмы при: 1) п — 3; 2) п =  4; 3) га =  6.

51. Сторона основания правильной га-угольной пирамиды 
равна с, двугранный угол при основании равен (р. Найди
те радиус шара, вписанного в пирамиду.

52. Найдите радиус шар?, описанного около правильной 
га-угольной пирамиды, если сторона основания равна 
с, а боковое ребро наклонено к плоскости основания 
под углом а.

53. В правильной четырехугольной пирамиде сторона ос
нования равна с, а плоский угол при вершине равен
а. Найдите радиусы вписанного и описанного шаров.

54. В шар радиуса В  вписана правильная треугольная 
пирамида с плоскими углами а  при ее вершине. Най
дите высоту пирамиды.

§ 20. ОБЪЕМЫ ТЕЛ 
ПОНЯТИЕ ОБЪЕМА

Представим себе два сосуда: один в форме куба, а вто
рой произвольной формы (рис. 308). Пусть оба сосуда до
верху наполняются жидкостью. Допустим, что для наполне

ния первого сосуда потребовалось т кг 
жидкости, а для наполнения второго 
сосуда п кг жидкости. Естес гвенно
считать, что второй сосуд в — раз боль-то
ше первого. Числе, указывающее, во 
сколько раз второй сосуд больше пер
вого, мы будем называть объемом вто
рого сосуда. Первый сосуд является 
здесь единицей измерения. Из этого 

Рис. 308 определения понятия объема получают
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ся следующие его свойства. Во-перБЫХ, так как для запол
нения каждого сосуда требуется определенное количество 
жидкости, то каждый сосуд имеет определенный (положи
тельный) объем. Во-вторых, для заполь ения равных сосу
дов требуется одно и то же количество жидкости. Поэтому 
равные сосуды имеют равные объешы. В-третьих, если дан
ный сосуд разделить на две части, то количество жидкости, 
необходимое для заполнения всего сосуда, состоит из коли
чества жидкости, необходимого для заполнения его частей. 
Поэтому объем всего сосуда равен сумме объемов его частей.

По данному нами определению для того, чтобы узнать 
объем сосуда, надо заполнить его жидкостью. В жизни, од
нако, требуется решать ка:: раз обратную задачу. Требуется 
узнать количество жидкости, необходимое для заполнения 
сосуда, не производя самого заполнения. Если бы мы знали 
объем сосуда, то количество жидкости мы получили бы, 
умножая объем сосуда на количество жидкости, необходи
мое для заполнения единицы объема. К ак  же узнать объем 
сосуда?

Мы будем называть тело простым, если его можно раз
бить на конечное число тетраэдров, т. е. треугольных пира
мид. В частности, такие тела, как приема, пирамида, вообще 
выпуклый многогранник являются простыми. Сейчас мы най
дем формулы для вычисления объема простых тел и тем са
мым докажем, что отмеченные нами три свойства объема пол
ностью его определяют.

ОБЪЕМ ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА

Найдем объем прямоугольного параллелепипеда. На ри
сунке 309 изображены куб, являющийся единицей измерения 
объема, и прямоугольный параллелепипед, объем которого на
до измерить. Единицей длины служит ребро куба.

Рассмотрим сначала случай, когда длины ребер паралле
лепипеда с, Ъ и с выражаются конечными десятичными дро
бями и число десятичных знаков после запятой не более п.

Разобьем ребра куба, исходящие из одной вершины, на 
10" равных частей и проведем через точки деления плоскости, 
перпендикулярные этим ребрам. При этом куб разобь
ется на 10" ■ 10" ■ 10’ =  Ю3” малых кубов с ребрами, равны-

Найдем объем малого куба. По свойству объема объем 
большого куба равен сумме объемов малых кубов. Так как 
объзт.1 большого куба равен единице, а число малых кубов
равно 103", то объем малого куба равен •

253



Рис. 309

Так как числа —  =  с10" , — =  610я , — =  с101 це- 
_1 1 1
10" 1С" 10"

лые, то ребра пара шелепипеда можно разбить на целое
число частей, равных Н а ребре а их будет с10" , на реб
ре Ь будет 610я , на ребре с будет 010я . Проведем через точки 
деления ребер перпендикулярные ребрам плоскости. При атом 
мы получаем разбиение параллелепипеда на мал ле кубы со
стороной Число их равно с10я • 610" • с10п =  аЬсЮ31. 
О эъем параллелепипеда равен сумме объемов содержащихся 
в нем малых кубов. Так как объом малого куба равен 
а их число разно аЪс • 103", то объем параллелепипеда ра
вен аЬс • 10зя • — =  аЬс.1034

Рассмотрим теперь случай, когда длина хотя бы одного 
из ребер с, 6, с выражается бесконечной десятичной дробью. 
Обозначим через а1 и с 2 приближенные значения числа а 
с недостатком и с из бытком с точностью до п десятичных 
знаков. Приближенные значения чисел 6 и с с той же точнос
тью обозначим через ^  и Ъ2, и с2. Параллелепипед с ребра
ми аи  6, и сх имеет объем меньший, чем данный параллелепи
пед, так как его можно поместить внутрь данного. Параллел э- 
пипед с ребрами а2, Ъ2, с2 имеет объем больший, чем дани ш 
параллелепипед, так как данный параллелзгапед можно по
местить внутрь него. По доказанному объем параллелепипе
да с ребрами с ,, 6Х, сА равен с^бр^, а объем параллелепипеда 
с ребрами с 2, 62, с2 равен а2Ъ2с2. Таким образом, объем дан-
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ного параллелепипеда зиключен между и а гЪ2сг. Так
как и а2Ь.гс2 дают приближенное значение числа аЬс
с любой наперед заданной точностью, если п достаточно ве
лико, то V  — аЬс. Итак, объег: прямоугольного параллелепи
педа вычисляется по формуле

V =  аЬс.
З а д а ч а  ( 3 ) .  Если каждое ребро куба увеличить на

2 см, то его объем увеличится на 98 см3. Чему равно ребро 
куба?

Р е ш е н и е .  Обозначим ребро куба через х, тогда 
(х  +  2)3 — х 3 =  98, т. е. х 2 +  2х — 16 =  О. Уравнение име
ет два корня: х  =  3, х  =  —5. Геометрический смысл име
ет только положнгель“чш корень. Итак, ребро куба равно
3 см.

ОБЪЕМ НАКЛОННОГО ПАРАЛЛЕЛЕПИПЕДА
Найдем объем наклонного параллелепипеда (рис. 310, с). 

Проведем через ребро ВС  плоскость, перпендикулярную 
основанию АЬС  И, и дополним параллелепипед треуголь
ной призмой ВВуВгССуСг. Отсечем теперь от полученного 
тела треугольную призму плоскостью, пооходяшей через 
ребро А В  и перпендикулярной основанию А В С В . Тогда по
лучим снова параллелепипед. Этот параллелепипед имеет 
объем, равный объему исходного параллелепипеда. Дей
ствительно, достроенная призма и отсекаемая совмещаются 
параллельным переносом на отрезок А В , следовательно, 
имеют одинаковые объемы. При описанном преобразовании 
параллелепипеда сохраняются площадь его основания и вы
сота. Сохраняются также плоскости двух боковых граней, 
а две другие становится перпендикулярны ш  основанию. 
Применяя еще раз такое преобразование к  наклонным гра
ням, получи л пара члелегнпед, у кстс рсго все боковые грани 
перпендикулярны основанию, т. е. прямой параллелепипед. 
Полученный прямой параллелепипед подвергнем аналогич
ному преобразованию в прямоугольный параллелепипед, до-

Рпс. 310
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полняя его сначала призмой 1, а затем 
отсекая призму 2 (рис. 310, б). Это преоб
разование также сохраняет объем парал
лелепипеда, площадь основания и вы
соту.

Объем прямоугольного параллелепипе
да равен произведению его линейных раз
меров. Произведение двух линейных раз
меров есть площадь основания параллеле
пипеда, а третий размер — его высота.
Таким образом, у прямоугольного парал

лелепипеда объем равен произведению площади основания 
на высоту. Так как при описанном выше преобразовании 
данного параллелелипеда в прямоугольный каждый раз 
сохраняются объем, площадь основании и высота, то и у ис
ходного параллелепипеда объем равен произведению пло
щади основания на высоту.

И так, объем любого параллелепипеда равен произведе- 
нгю  площади основания на высоту.

З а д а ч а  ( 9 ) .  В прямом параллелепипеде стороны ос
нования а и Ъ образуют угол 30°. Боковая поверхность рав
на 5 . Найдите его объем.

Р е ш е н и е .  Обозначим высоту через х  (рис. 311). Тогда
(2а 2?») х =  8 . Отсюда х  = --------- . Площадь основания пьрал-

2 (о +  Ь)
лелепипеда равна аЪ е т  30° =  —. Объем равен аЬ8 

4 (о +  Ь)

ОбЪЕМ ПРИЗМЫ
Найдем объем поизмы. Рассмотрим сначала треугольную 

призму (рис. 312). Дополним ее до параллелепипеда, как 
указано на рисунке. Точка О является центром симметрии 
параллелепипеда. Поэтому достроенная призма симметрична 
исходной относительно точки О, следовательно, имеет объ
ем, равный объему исходной*призмы. Таким образом, объем 
построенного параллелепипеда равен удвоенному объему дан
ной призмы.

Объем параллелепипеда равен произведению площади 
его основания на высоту. Площадь его основания равна удвоен
ной площади треугольника АВС , а высота равна высоте ис
ходной призмы. Отсюда заключаем, что объем исходной приз
мы равен произведению площади ее основания на высоту.

Рассмотрим теперь произвольную призму (рис. 313). 
Разобьем ее основание на треугольники. Пусть Л  — один из 
этих треугольников. Проведем через произвольную точку X  
треугольника Л  прямую, параллельную боковым ребрам.
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Рис. 312 Рис. 313 Рис. 314

Пусть ах — отрезок этой прямой, принадлежащее": призме. 
Когда точка X  описывает треугольник Л , отрезки ах запол
няют треугольную призму. Построив такую призму для каж 
дого треугольника Л , мы получим разбиение данной приз
мы на треугольные. Все эти призмы имеют одну и ту же вы
соту, равную высоте исходной призмы.

Объем данной призмы равен сумме объемов треугольных 
призм, ее составляющих. По доказанному объем треуголь
ной призмы равен произведению площади ее основания на 
высоту. Отсюда следует, что объем данной призмы равен

V  =  а д  +  а д  +  ... +  8 пН  =
=  («! +  Яа +  ... +  8„)Н ,

где 8 и  8 2, ..., 8„ — площади треугольников Л , на которые 
разбито основание призмы, а Н  — высота призмы. Сумма пло
щадей треугольников А равна площади в  основания данной 
призмы. Поэтому

V  = ' 8Н .

Итак, объем тобой призмы равен произведению площади 
ее основания на высоту.

З а д а ч а  ( 21 ). В наклонной призме проведено се
чение, перпендикулярное боковым ребрам и пересекающее 
все боковые ребра. Найдите объем призмы, если плещась 
сечения (2, а боковые ребра равны I.

Р е ш е н и е .  Плоскость проведенного сечения разбивает 
призму на две части (рис. 314). Подвергнем одну из них па
раллельному переносу, совмещающему основания призмы. 
При этом получим прямую призму, у которой основанием 
служит сеч ние исходной призмы, а высота равна I. Эта приз
ма имеет тот же объем. Таким образом, объем исходной приз
мы равен 01.
9  А. В Погорспов 237



ОБЪЕМ ПИРАМИДЫ

Д ля того чтобы найти объем треуголь
ной пирамиды, естественно былс бы по
пытаться дополнить ее равными пирами
дами до параллелепипеда и, таким обра
зом, зная объем параллелепипеда, най
ти объем пирамиды. К  сожалению, это 
в общем случае сделать нельзя. Поэто
му мы применим другой способ.

Газобьем въ соту пирамиды на п рав
ных частей и через точки деления про
ведем плоскости, параллельные основанию 
пирамиды (рис. 315). При этом пирамида 
разобьется на слои. Для каждого такого 
слоя построим две призмы: призму, со
держащую слой, и призму, содержащую
ся в слое, как показано на рисунке 315.

Обозначим через Ут объем то-го слоя 
пирамиды, считая от вершимы. Основа
ние призмы, содержащей слой пирамиды, 
подобно основанию пирамиды, и поэтому
его площадь равна & |  , где 8  — пло
щадь основания пирамиды. Высота призмы 

8Нт2 „ . Так как призма
п3

содержит слой пирамиды, то она имеет больший объем. 
Имеем:

н— , поэтому объем призмы равенП

тг . 8Нт2 8Н Г,  . Чп<  —  [  (т + 1)3 —  то3] ,СП-1

потому что
(го +  I)3 — го3_______

3 —
Объем пирамиды равен

З т 2 +  З т  1 

3 >  ТО* при ТО ^  0.

8Н.У ~ У х+ * % +  ... + П „ < ^ [ ( п  +  1)3- 1 ]  =

- т М ’ - ^ т М -
Так как объем призмы, содержащейся в слоэ, меньше 

объема слоя, то при то >  1

>  § 2 [<Ш ■ -1)3 -01» - 2)3]»
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потому что
(Я> — I)8 — (т — 2)8 _  (м —1)3 —[(м —1) —1]3

3 3
=  ( т  — I)2 — ( т  — 1) +  — <  (п  — I)2 при т  >  1.3

Отсюда получаем:

- Т Ы } -
Таким образом,

При достаточно большом п правая и левая части неравен-СП
ства сколь угодно мало отличаются о т — , а значит, заклю-3
ченная между ними величина V  также сколь угодно мало 

з яотличается от — . Но это может быть только тогда, когда

г - = .3
Итак, объем любой треугольной пирамиды равгн одной 

трети произведения площади основания на высоту:
V  =  -  ПН.3

Пусть теперь имеем любую, не треугольную пирамиду. 
Разобьем ее основание ьа треугольники Д 1э Л 2, ..., Д п. 
Пирамиды, у которых основаниями являются эти треугольни
ки, а вершинами — вершина данной пирамиды, состав
ляют данную пирамиду. Объем данной пирамиды равен сумме 
объемов составляющих ее пирамид. Так как все они имеют ту 
же высоту Н, что и данная пирамида, то объем данной 
пирамиды равен

У = - Н ( 8 1 +  82 +  ... =
3 О

Йтак, объем любой пирамиды равен од
ной трети произведения площади ее осно
вания на высоту.

З а д а ч а  ( 4 2 ) .  Найдите объем 
усеченной пирамиды с площадями осно
ваний и Я2 (Я\ >  Я») и высотой А.

Р е ш е н и е .  Дополним данную усе
ченную пирамиду до полной (рис. 316).
Пусть х  —  ее высота. О бъем усеченной Рис. 316
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пирамиды равен разности объемов двух полных пирамид: 
одной — с площадью основания и высотой х , другой — 
с площадью основания Я2 и высотой х  — Л.
Из подобия этих пирамид находим х : — =  (- х- У.

  в2 \* — N
Отсюда х  =  — й  ̂ Объем усеченной пирамиды равен

-  У я2

г = т \ 1 ' - е л - 4 % — о
УЯх-УЯш и'е.-Кс,

=  I  н з». =  1 л ( ^ +  Уо& „  +  ЯЛ
3 / е .  -  3

ОБЪЕМЫ ПОДОБНЫХ ТЕЛ
Пусть Т  и Т ’ — два простых подобных тела. Это значит, 

что существует преобразован] се подобия, при котором тело 
Т  переходит в тело Т '. Обозначим через к коэффициент по
добия.

Разобьем тело Т  на треугольные пирамиды Р и Р 2, ••• 
.. . ,  Р п. Преобразование подобии, которое переводит тело Г  в те
ло Т ',  переводит пирамиды Р 1, Рп, ..., Р п в пирамиды Р'ъ 
Р 2, ..., Р'п. Эти пирамиды составляют тело Т ',  и поэтому 
объем тела Т ' равен сумме объемов пирамид Р[, Р 2, ..., Р \

Так как пирамиды Р ‘. и  Р с подобны и коэффициент по
добия равен к , то отношение их высот равно к, а отношение 
площадей их оснований равно к2. Следовательно, отноше
ние объемов пирамид равно к 3. Так как тело Т  составлено 
из пирамид Р с, а тело Т ' составлено из пирамид Р ., то от
ношение объемов тел Т ' и Т  тоже равно к3.

Число к — коэффициент подобия — равно отношению 
расстояний между любыми двумя с эответствующимя парами 
точек при преобразовании подобия. Следовательно, это чис
ло равно отношению любых двух соответствующих линейных

размеров тел Т ' и Т. Таким образом, 
мы приходим к следующему выводу: 

Объемы двух подобных тел относят
ся как кубы их соответствующих ли 
нейных размеров.

З а д а ч а  (48). Через се редину 
высоты пирамиды проведена плоскость, 
параллельная основанию. В каком от
ношении она делит объем пирамиды?

Р е ш е н и е .  К ак мы знаем, про
веденная плоскость отсекает подобную 

Рис. 317 пирамиду (рис. 317). Коэффициент подо-
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бия равен отношению высот, т. е. Поэтому объе мы пирамид

относятся как : 1. Следовательно, плоскости делит нашу 
пирамиду на части, объемы которых относятся как

ОБЪЕМЫ ЦИЛИНДРА И КОНУСА

Найдем объем V  цилиндра с радиусом основания Я  
и  высотой Н.

При выводе формулы для площади круга (§ 13) были 
построены два многоугольника: один — содержащий круг, 
второй — содержащийся в круге, с площадями, как угодно 
мало отличающимися от площади круга. Построим такие 
многоугольники для круга в основании цилиндра. Пусть 
Р  — многоугольник, содержащий круг, а Р ' — многоуголь
ник, содержа: дий ся в круге. Пусть площади этих многоуголь
ников отличаются от площади круга меньше чем на е.

Построим две прямые призмы с основаниями Р  и Р ' и 
высотой И, равной высоте цилиндра. П ервая призма содер
жит цилиндр, а значит, имеет объем, больший о бъека цилинд
ра. Вторая призма содержится в цилиндре, а следователь
но, имеет объем, меньший объема цилиндра.

Площадь основания первой призмы меньше пЯ 2 +  е, 
поэтому ее' объем не больше (яД 2 +  е) Н. Площадь основания 
второй призмы больше лД 2 — е, а ее объем не меньше 
(лД 2 — е ) Н .  Объем цилиндра заключен между объемами 
призм:

Н  (пЯ 2 — е) <  V  < (л Я 2 +  е) Н.
Отсюда

— Н е  <  V  — л Я 2Н  <  Яе,
т. е. величина (V — п Я 2Н\  сколь угодно мала. А так как сна 
имеэт вполне определенное значение, то V  — лЯ 2Н  =  О. 
Таким образом, объем цилиндра с радиусом основания Я 
и высотой Н  равен

V  =  л Е2Н .

Таким ж е способом для объема конуса получается фор
мула

V  = -  лД2Я ,3
где Я  — радиус основания конуса, а Н  — высота. При вы
воде этой формулы строятся две пирамиды с основаниями 
Р  и Р ' и вершиной в вершине конуса.
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З а д а ч а  ( 5 6 ) .  Найдите объем 
усеченного конуса, у которо: о радиусы 
оснований Я 1 и  В 2 <  Е х), а  высота Н.

Р е ш е н и е .  Дополни м данный 
усеченный конус до полного (рис. 318)- 
Пусть х  — его высота. Объем усеченного 
конуса равен разности с бъемов дьух пол
ных конусов: одного — с радиусом осно
вания и высотой х,  другого — с радиу
сом основания К9 и высотой х  — А.

х НИз подобия ъонусов находим ж :    =  — -,Рпс. 318 ж —Л л2
х  =  д  Объем усеченного ко гуса равен .

V  =  - \ лЕ ! — ^ --------п в ! ( — УЬ------- ь \ | =

=  -л А  =  -  яй (Я ?+ Д А  +  Я*).3 Р, — Ла 3

ОБЩАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ОБЪЕМОВ ТЕЛ ВРАЩЕНИЯ
Телом вращения в простейшем случае называется такое 

тело, которое плоскостями, перпендикулярными некоторой 
прямой (оси вращения), пересекается по кругам с центрами 
на этой прямой. Круговой цилиндр, конус, шар являются 
примерами тел вращения. Найдем формулу для вычисления 
объема тела вращения.

Введем декартовы координаты х, у , г, приняв ось ч ела за 
ось х. Плоскость ху  пересекает поверхность тела по линии, 
для которой ось х  является осью симметрии. Пусть у = /  (ж)— 
уравнение той части линии, которая расположена над осью 
(рис. 319).

Проведем через точку х  оси абсцисс плоскость, перпенди
кулярную к ней, и обозначим через V  (ж) объем части тела, 
лежащей слева от этой плоскости, тогда V  (ж) является фун
кцией от ж. Найдем ее производную.

К '(х) =  ц т 1 Ш ^ ) .
/.-»о А

Разность V  (ж +  А) — V  (ж) представ
ляет собой объем слоя тела толщиной 
А между двумя плоскостями, перпенди
кулярными оси ж, проходящими че
рез точки с абсциссами ж и ж +  А. 
Пусть М  — наибольшее, а  т — на
именьшее значение функции /  (ж) на

По определению
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отрезка [ж, х  +  Л]. Тогда рассматриваемый слой тела содержит 
цилиндр с радиусом т, высотой к и содержите* в дялиндр» 
с радиусом М  и той же высотой к  (см. рис. 319). Поэтому 

пт2к  <  V  (х  +  к) — V  (х) <  лМ 'к ,
п ^  У(ж +  й )— У(х)  ^  Я(Г2пт <  — ■ ’------ —  <  я М 2.

к
Если /  (зс) — непрерывная функция, то при к  -> О левая и 
правая части последнего неоавенства стремятся к одному и 
тому же пределу л /2 (х). К  тому же пределу стремится 
и отношение, заключенное между ними, т. е. производная 
V ' (х) =  Л/2 (2).

По известной формуле анализа
ь

V  (6) — V  (п) =  ^ л/2 (х)йх, а < Ъ .
а

Эта формула и дает объем части тела, заключенной между 
параллельными плоскостями х  =  а и х  =  Ь.

ОБЪЕМ ШАРА И ЕГО ЧАСТЕЙ
Применим полученную формулу для объемов тел вращения 

к  вычислению объема шара и его частей: шарового слоя и 
сегмента.

Шарозым сегментом называется часть шара, отсекаемая 
от него плоскостью. Шаровым, слоем называется часть шара, 
расположенная между двумя параллельными плоскостями, 
пересекающими шар (рис. 320).

Введем декартовы координаты, приняв центр н  ара за на
чало координат. Плоскость ху  пересекает шар радиуса Я по 
окрчжлости, которая, как известно, задается уравнением

X 2 +  у 2 =  Н \
Полуокружность, расположенная над осью х, задается урав
нением

^ =  / (2 )  =  +  У  К 2 — х 2, —
Поэтому объем шарового слоя между 
плоскостями х =  а и х  =  Ь определя
ется по формуле

ь
V  =  V  (6) — V  (с) =  л ] (В3 — х2) йх =

а

= п [в 2х  "Я- (Ь -  с) - у ( Ь 3—а3).

Д ля объема всего шара надо взять с =
=  —Я , Ь = В . Тогда получим объем шара:

V — 4 лК3.3 Рес. 320
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Д ля получения объема шарового сегмен
та высотой Н  надо взять а =  Е  — Н, 
Ъ — Ц. Получим объем шарового сегмента:

Шаровым сектором называется тело, ко
торое получается из шарозого сегмента и 
конуса следующим образом. Если шаровой 
сегмент меньше полушара, то шаровой сег
мент дополняется конусом, у которого вер
шина в центре шара, а основанием является 
основание сегмента. Если же сегмент больше 
полушара, то указанный конус из него уда
ляется (рис. 321). Объем шарового сектора 

получается сложением или вычитанием объемов соответству
ющих сегмента и конуса. Д ля объема I шрового сектора по
лучается следующая формула:

У = —лПЧ1,3
где Е  — радиус шара, а Н  — высота соответствующего ш а
рового сегмента.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Сформулируйте основные свойства объема.
2. Докажите, что объем прямоугольного паргллелепипе- 

да равен произведению его линейных размеров.
3. Докажите, что объем любого параллелепипеда равен 

произведению площади его основания на высоту.
4. Докажите, что объем любой прлзмы равен произведе

нию площади ее основания на высоту.
5. 'Зь’зедите формулу для объема треугольной пирамиды.
6. Докажите, что объем любой пирамиды равен одной тре

ти произведения площади ее основания на высоту.
7. Докажите, что объемы подобных тел относятся как ку

бы соответствующих линейных размеров.
8. Выведите формулу для объема цилиндра (конуса).
9. Выведите общую формулу для объемов тел вращения.

10. Что такое шаровой сегмент, шаровой слой, шаровой 
сектор?

11. Выведите формулы для объема шара, шарового сегмен
та, шарового сектора.

УПРАЖНЕНИЯ

1. Три латунных куба с ребрами 3 см, 4 см и 5 см переплав
лены в один куб. Какую длину имеет ребро этого куба?
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2. .Металлический куб имеет внешнее ребро 10,2 см и мас
су 514,15 г. Толщина стенок равна 0,1 см. Найдите 
плотность металла, из которого сделан куб.

3 . Если каждое ребро куба увеличить на 2 см, то его объем 
увеличится на 98 см3. Чему равно ребро куба?

4 . Если каждое ребро куба увеличить на 1 м, то ею  объем 
увеличится в 125 раз. Найдите ребро.

5 . Кирпич размером 25 X 12 X 6,5 см имеет массу 
3,51 кг. Найдите его плотность.

6 . Требуется установить резервуар для воды ем
костью 10 м3 на площадке размером 2,5 X 1,75 м, слу
жащей для него дном. Найдите высоту резервуара.

7. Измерения прямоугольного параллелепипеда 15 м, 50 м 
и 36 м. Найдите ребро равновеликого ему куба.

8. Измерения прямоугольного бруска 3 см, 4 см и 5 см. 
Если увеличить каждое ребро на х  сантиметров, то 
поверхность увеличится на 54 см2. К ак  угеличится его 
с бъем?

9 . В прямом параллелепипеде стороны основанил а и Ь 
образуют угол 30°. Боковая поверхность равна 5 . 
Найдите его объем.

10. В прямом параллелепипеде стороны основания 2 ]^2 см 
и 5 см образуют угол 45°. Меньшая диагональ паралле
лепипеда равна 7 см. Найдите эго объем.

11. Основание прямого параллелепипеда — ромб, площадь 
которого 1 м2. Площади диагональных сечений 3 м2 и 
6 м2. Найдите объем параллелепипеда.

12. Ре.лиге предыдущую задачу в общем случае, если пло
щадь ромба ф, а площади диагональных сечений М  и N.

13. Основание наклонного параллелепипеда — квадрат, 
сторона которого равна 1 м. Одно из боковых ребер 
равно 2 м и образует с каждой из прилежащих сторон 
основания угол 60°. Найдите объем параллелепипеда.

14. Грани параллелепипеда — равные ромбы со стороной 
а и острым углом 60°. Найдите объем параллелепипеда.

15. По стороне основания а и боковому ребру найдите объем 
правильной призмы: 1) треугольной; 2) четырехуголь
ной; 3) шестиугольной.

16. Деревянная плитка в форме правильного восьмиуголь
ника со стороной 3,2 см и толщиной 0,7 см имеет массу 
17,3 г. Найдите плотность дерева.

17. Чугунная труба имеет квадратное сечение, ее внешняя 
ширина 25 см, толщина стенок 3 см. К акова масса 1 по
гонного метра трубы (плотность чугуна 7,3 г/см3)?

18. Диагональ правильной четырехугольной призмы рав
на 3,5 см, а диагональ боковой грани 2,5 см. Найдите 
объем призмы.

19. Сторона основания правильной треугольной призмы
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равна а , боковая поверхность равновелика сумме ос
нований. Найдите ез объем.

20. В правильной шестиугольной призме площадь наиболь
шего диагонального сечения 4 м2, а рг «стояние между 
двумя противолежащими боковыми гранями 2 м. Най
дите объем призмы.

21. В наклонной призме проведено сенение, перпендикуляр
ное боковым ребрам и пересекающее все боковые ребра. 
Найдите объем призмы, если площадь сечения Я, а 
боковые ребра равны I.

22. Боковые ребра наклонной треугольной призмы равны 
15 м, а расстояния между ними 26 м, 25 м и 17 м. Най
дите объзм призмы.

23. Вычислите пропускную способность (в кубических мет
рах за 1 ч) видосгочной трубы, сэчение которой имеет вид 
равнобедренного треугольника с основанием 1,4 м и вы
сотой 1,2 м. Скорость течения 2 м/с.

24. Сечение железнодорожной насыпи имеет вид трапеции 
с нижним основанием 14 м, верхним 8 м и высотой 3,2 м. 
Найдите, сколько кубических петров земли приходится 
на 1 км насыпи.

25. В прямой треуюльной призме стороны оснований рав
ны 4 см, 5 см и 7 см, а боковое ребро равно большей вы
соте основания. Найдите объем призмы.

26. Площадь основания прямой треугольной призмы рав
на 4 см2, а площади боковых граней 9 см2, 10 см2 и 17 см2. 
Найдите оба ем.

27. Основание призмы — треугольник, у которого о,дна сто
рона равна 2 см, а двэ другие по 3 см. Боковое ребро 
равно 4 см и составляет с плоскостью основания угол 
45°. Найдите ребро равновеликого куба.

28. Основанием наклонной призмы является равносторон
ний треугольник со стороной с; одна из боковых граней 
перпендикулярна основанию и представляет собой ромб, 
у которого меныная диагональ равна с. Найдите объем 
празмы.

2С. Чему равен объем прямоугольного параллелепипеда, 
диагЬналь которого а состагляет с плоскостью основа
ния угол а , а с боковой гранью — угол р?

39. Каждое ребро параллелепипеда равно 1 см. У одной из 
вершин параллелепипеда все три плс ских угла ост
рые, по 2а  каждый. Найд :те объем параллелепипеда.

31. В параллелепипеде длины трех ребер, исходящих из 
одной вершдны, равны с, Ъ, с. Ребра а и Ь взаимно пер
пендикулярны, а  ребро с образует с каждым из них 
угол а. Найдите объем параллелепипеда.

32. Чему равен объем прямой чегырехуголыюй призмы, 
если ее высота А, диагонали наклонены к плоскости ос-
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нованяя под углами се и  {3 и острый угол между диа
гоналями основания равен у?

33. По стороне осноганля а п  боковому рьбру Ь найдите 
объем правильной пирамиды: 1) треугольной; 2) че- 
"ырехз’гольноч; 3) шестиугольной.

34. Сторона основ?кия правильной шестиугольной пира
миды с, а двугранный угол при основании ранен 45°. 
Найдите объем пирамида.

35. Боковые ребра треугольной пирамиды взаимно перпенди
кулярны, клждое аз пих равно Ь. Найдите объеы пир а: шда.

36. Чему равен объем правильной треугольной пирамида, 
у которой сторона основания с, а боковые ребра взаим
но перпендикулярны?

37. По ребру а правильного тетраэдра найдите его объем.
38. По ребру а октаэдра найдите его объем.
33. Основание пирамиды — прямоугольник со сторонами 

9 и  и 12 и; все боковые ребра равны 21,5 м. Найдите 
объем пи^аыиды.

40. Основание пирамида — равчобелренный треугольник со 
сторонами 6 см, 6 см и  8 см. Все боковые ребра равны 
9 см. Найдите объем ппоамидн.

41. Одно ребро треугольной пирамиды равно 4 см, каждое 
из остальных 3 см. Найдите объем пирам.^д.т.

42. Найдите объем усеченной пирамиды с площе дями осно
ваний (?1 и (2 2 ((2ь > Я о) и  высотой А.

43. В пирамиде с площадью основания проведено сече
ние, параллельное основанию, на расстоянии А от неге. 
П лоцадь сечения равьа С?,,. Найдите высоту пирамида.

44. В правильной усеченной четырехугольной пираопде 
стороны нижнего и ве ?хнеи> основашш равны а и Ъ, а 
двугранный угол яри ребре нижнего осно.$ания равен а. 
Найдите объем пирамиды.

45. Решите предыдущую задачу в случае правильной усе
ченной треугольной пирамиды.

43. В основании пирамида лежит прямоугольник. Каждое 
боковое ребро пирамиды равно I и составляет со смеж
ными сторонами прямоугольника углы а и р .  Найдите 
объем пирамиды.

47. Найдете объем пирамиды, имеющей основанием тре
угольник, два угла которого а и р ,  радиус описанного 
круга В . Боковые ребра пирамиды на] лонены к плос
кости ее основания пед углом у.

48. Через середину высоты пирамиды проведена плоскость, 
параллельная основанию. В каком отношения она до
лит объем пирамиды?

49. Высота пирамида А. Н а каком расстоянии от вершины 
находятся сечение, параллельное основанию и делящее 
ее объем пополам?
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50. 25 метров медной проволоки имеют массу 100,7 г. Н ай
дите диаметр проволоки (плотность меди 8,94 г/см3).

51. Насос, подающий воду в паровой котел, имеет два во
дяных цилиндра. Диаметры цилиндров 80 мм, а  ход 
поршня Л50 мм. Чему равна часовая производитель
ность насоса, если каждый поршзнь делает 50 рабочих 
ходов в минуту?

52. Во сколько раз надо увеличить высоту цилиндра, не 
меняя основание, чтобы объем увеличился в п раз? Во 
сколько раз надо увеличить радиус основания цилинд
ра, не меняя высоту, чтобы объем увеличился в п 
раз?

53. В цилиндр вписана правильная треугольная призма, 
а в призму вписал цилиндр. Найдите отношение объе
мов цилиндров.

54. Найдите объем цилиндра, вписанного в правильную 
шестиугольную призму, у которой каждое ребро равно а.

55. Свинцовая труба (плотность свинца 11,4 г/см3) с тол
щиной стенок 4 мм имеет внутренний диаметр 13 мм. 
Какова масса 25 м этой трубы?

56. Найдите объем усеченного конуса, у которого радиусы 
оснований Л 1 и Л 2 (К 2 <  Л^), а высота А.

57. Сосновое бревно длиной 15,5 м имеет диаметры концов 
42 см и 25 см. Какую ошибку (в процентах) совершают, 
вычисляя объем бревна умножением площади его сред
него поперечного сечения на длину?

58. Радиусы оснований усеченного конуса Л и г ;  образую
щ ая наклонена к плоскости основания под углом 45°. 
Найдите объем.

59. Площадь осевого сечения усеченного конуса равна раз
ности площадей оснований, а радиусы оснований Л и г .  
Найдите объем конуса.

60. Усеченный конус, у которого радиусы оснований 4 см 
и 22 см, требуется превратить в равновеликий цилиндр 
такой же высоты. Чему равен радиус основания это
го цилиндра?

61. По данным радиусам оснований Л и г  определите от
ношение объемов усеченного конуса и полного кснуса.

62. Куча щебня имеет коническую форму, радиус основа
ния которой 2 м, а образующая 3,5 щ. Найдите объем 
кучи щебня.

63. Осзвым сечением конуса является равнобедренный пря
моугольный треугольник, площадь которого 9 м2. Н ай
дите объем конуса.

64. Длина образующей конуса равна I, а длина окружнос
ти основания с. Найдите объем конуса.

65. Образующая конуса I составляет с плоскостью осно
вания угол а.  Найдите объем конуса.

2С8



68. Стог сена имеет форму цилиндра с коническим верхом. 
Радиус его основания 2,5 м, высота 4 м, причем цилин
дрическая часть стога имеет высоту 2,2 м. Плотность 
сена 0,03 г/см3. Определите массу стога сена.

67. Жидкость, нглитая в конический сосуд 0,18 м высоты 
и 0,24 м в диаметре основания, переливается в цилин
дрический сосуд, диаметр основания которого 0,1 м. К ак  
высоко будет стоять уровень жидкости в сосуде?

68. Равносторонний треугольник вращается вокруг своей 
стороны с. Найдите объем полученного тела вращении.

69. Прямоугольный треугольник с катетами а  и Ъ вращаем
ся около гипотенузы. Найдите объем полученного 
тела.

70. Чугунный шар регулятора имеет массу 10 кг. Найди
те диаметр шара (плотность чугуна 7,2 г см3).

71. Требуется переплавить в один шар два чугунных ша
ра с диаметрами 25 см и 35 см. Найдите диаметр нового 
шара.

72. Имеется кусок свинца массой 1 кг. Сколько шариков 
диаметром 1 см можно отлить из куска? (Плотность 
свинца 11,4 г/см3.)

73. Из деревянного цилиндра, высота которого равна диа
метру основания, выточен наибольший шар. Сколько 
процентов материала сточено?

74. Внешний диаметч полого шара 18 см. Толщина стенок 
3 см. Найдите объем материала, из которого изготов
лен шрр.

75. Сосуд имеет форму полушара радиуса В , дополненного 
цилиндром. Какой высоты должна быть цилиндричес
кая часть, чтобы сосуд имел объем У?

76. Плоскость, перпендикулярная диаиетру шара, делит 
его на части 3 см и 9 см. Н а какие части делится объем 
шара?

77. Какую часть объема шара составляет объем шарового 
сегмента, у которого высота равна 0,1 диаметра шара?

78. Два равных шара расположены так, что центр одного 
лежит на поверхности другого. К ак относится объем 
общей части шаров к объему целого шара?

79. Диаметр шапа, равный 30 см, является осью цилиндра, 
у которого радиус основания равен 12 см. Найдите объем 
части шара, заключенной внутри цилиндра.

80. Чему равен объем шарового сектора, если радиус ок
ружности его основания равен 30 см, а радиус шара 
равен 75 см?

81. Круговой сектор с углом 30° и радиусом В  вращается 
около одного из боковых радиусов. Найдите объем по
лученного тела.
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§21 .  ПЛОЩАДИ ПОВЕРХНОСТЕЙ ТЕЛ

ПОНЯТИЕ ПЛОЩАДИ ПОВЕРХНОСТИ
Рассмотрим одну практическую задачу. Предстанем себе 

купол здания и плоский лист железа в форме квадрата со сторо
ной 1 м. Пусть купол здания и лист железа окраши
ваются. Если на окраску купола пошло Ух л краски, а на 
окраску листа железа Р 2 л краски, то естественно считать,

у
что площадь купола здания в — раз больше площади листа

У*
железа. Величина — характеризует величину площади по-
верлности купола в сравнении с единицей площади в 
1 м2. Количест ю У2 краски, необходимое для окраски листа 
железа, примерно равно объему параллелепипеда с квадра
том 1 X 1 м в основании и высотой А, равной толщине кра
сочного покрытия. Поэтому для оценки площади поверхнос-

у
ти купола получается величина н

Перейдем теперь к геометрическому определению пло
щади поверхности. Пусть Р  — данная поверхность. Построим 
тело Рн , состоящее из всех точек пространства, для каждой 
из которых найдется точка поверхности Р  на расстоянии, 
не большем Л. Наглядно тело Р  можно представить себе как 
тело, заполненное краской при окрапшпании поверхности 
с обеих сторон слсем краски толщиной А.

Пусть Ун — объэгл тела Рп. Площадью поверхности Р  мы
будем называть предел отношения — при А -> О, т. е.2к

$  =-= Иш —.

Л-.0 2А
Можно доказать, что для таких простых выпуклых по

верхностей, как боковая поверхность призмы и пирамиды, 
данное определение дает прежнее значение площади поверх
ности — сумму площадей боковых граней.

ПЛОЩАДЬ СФЕРЫ

Найдем площадь сферы. Пусть Р  — дан
ная сфера радиуса В . Тело Рк, о котором 
идет речь в определении площади поверх
ности, представляет собой слой между дву
мя концентрическими сферами радиусов В-\- 
+  А и К  — А (рис. 322). Объем этого тела 
равен разности объемов шаров радиусов 
В  +  А и Я  — А, т. е.Рис. 322
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У 11 = ± п и в  + п ) * - ( В - ь п

Имеем:

^  =  —  (6ЙЛ2 +  2й3) =  4лЛ2 /1 4- — V 
2Л 3- 2А V

При й -> 0 отношение — стремится к  пределу 4яЛ 2. Таким2 А
образом, площадь сферы радиуса К равна 4  лЛ 2.

БОКОВАЯ ПОВЕРХНОСТЬ ЦИЛМНДРА

Найдем площадь боковой поверхности цилиндра радиуса 
Я и высоты Я . Тело РНЛ о котором идет речь в определении 
площади поверхности, в данном случае заключено между 
цилиндрическими поверхностями радиусов Я  +  й, Я  — й 
и двумя плоскостями, перпондикулярныгч оси цилиндпа, 
отстоящими на расстояние Н  +  2й 'рис. 323). Часть этого 
слоя, расположенная между двумя плоскостями оснований, 
о стоящими на расстояние В ,  целипом принадлежит телу 
Рн. Отсюда следует, что

V* <  [л (Л +  й)3 — л (Л — й)3] (Н  +  2й), 
у п >  [л (Л +  й)2 — л (Л — й)2] Я .

Или
4лЛ й Я  <  Ил <  4лЛй (Я  +  2й).

Отсюда
2 л Л Я  <  —л <  2лЛ Я  +  4лЛй.2А

При й -> 0 правая часть неравенстга стремится к  2лЛ Я . Сле
довательно,

И т  — =  2пВН.
й-,0 2А

Таким образом, площадь боковой поверхно
сти цилиндра определяется по формуле

8  =  2 л ЛЯ,
где Л — радиус цилиндра, а Я  — высота.

Аналогично можно найти площадь боко
вой поверхности конуса и сферического 
сегмента.

Площадь боковой поверхности конуса 
равна

8 = е т К 1 ,  Рис. 323

$
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где Е  — радиус основания конуса, а  I — длина образующей.
Площадь поверхности сферического, сегмента равна

8  =  2 яй Я ,
где Е  — радиус сферы, а Н  — высота сегмента.

ВОПРОСЫ ДЛЯ ПОВТОРЕНИЯ

1. Что такое площадь поверхности тела?
2. Выведите формулу для площади поверхности шара.
3. По какой формуле вычисляется площадь поверхности 

шарового сегмента?
4. Выведите формулу для боковой поверхности цилиндра.
5. По какой формуле находится площадь боковой повер

хности конуса?

УПРАЖНЕНИЯ

1. Поверхности двух шаров относятся как тп : п. К ак  от
носятся их объемы?

2. Гипотенуза и катеты являются диаметрами трех шаров. 
К акая  существует зависимость между их поверхностями?

3. Цилиндрическая дымовая труба с диаметром 65 см име
ет высоту 18 м. Сколько жести нужно для ее изготовле
ния, если на заклепку уходит 10% материала?

4. Полу цилиндрический свод подвала имеет 6 м длины и 
5,8 м в диаметре. Найдите полную поверхность под
вала.

5. Из круглого листа металла выштамгован цилиндри
ческий стакан диаметром 25 см и высотой 50 см. Предпо
лагая, что площадь листа при штамповке не изме
нилась, найдите диаметр листа.

6 . В цилиндре площадь основания равна (2, а  площадь 
осевого сечения М . Чему равна полная поверхность ци
линдра?

7. Конусообразная палатка высотой 3,5 м с диаметром 
основания 4 м покрыта парусиной. Сколько квадрат
ных метров парусины пошло на палатку?

8 . Крыша силосной башни имеет форму конуса. Высота 
крыши 2 м, диаметр башни 6 м. Найдите поверхность 
крыши.

9 . Площадь основания конуса <8, а образующие наклоне
ны к основанию под углом а . Найдите боковую поверх
ность конуса.

10. К ак  относятся между собой боковая и полная поверх
ности равностороннего конуса (в сечении — правиль
ный треугольник)?

11. Полукруг свернут в коническую поверхность. Найдите 
угол между образующей и осью конуса.

гп



12. Радиус кругового сектора равен 3 м, его угол 120°. 
Сектор свернут в коническую поверхность. Найдите ра
диус основания конуса.

13. Сколько квадратных метров латунного листа потребу
ется, чтобы сделать рупор, у которого диаметр одного 
конца 0,43 м, другого конца 0,036 м и образующая 
1,42 м ?

14. Сколько олифы потребуется для окраски внешней по
верхности 100 ведер конической формы, если диаметры 
ведер 25 см и 30 см, образующая 27,5 см и если на 1 иг? 
требуется 150 г олифы?

15. Поллам поверхность равностороннего конуса равнове
лика поверхности шара, построенного на его высоте ка.с 
на диаметре. Докажите.

16. Поверхность тела, образуемого вращением квадрата 
около стороны, равновелика поверхности шара, имею
щего радиусом сторону квадрата. Докажите.

17. Радиус шара 15 см. Какую площац» имеет часть его по
верхности, видимая из точки, удаленной от центра на 

25 см?
18. Шар радиуса 10 см цилиндрически просверлен по оси. 

Диаметр отверстия 12 см. Найдите полную поверхность 
тела.
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ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ К УПРАЖНЕНИЯМ

7. Не болев одной. 10. 1), 2), 4) Пересекает; 3), б), 6) не пер_-екает.
11. 6 отроков. 14. 1) 6 см; 2) 7,7 дм; 3) 18,1 м. 17. 1), 2) Не принадлежит, 
3) прина, лежит. 18. 1), 2) Не может. 16. Не могут. 20. Не могут. 21. Не 
могут. 22. 0,6 м или 5,9 м. 23. Отрезок А В . 24. Не может. 25. 1) АС =  9 м, 
ВС =  6 м; 2) АС  =  10 м, ВС =  5 м; 3) АС =  ВС =  7,5 м; 4) АС  =  6 ч, 
ВС =  9 м. 27. 1) 110°; 2) 118°; 3) 179е'. 28. 2), 3) Не может. 29. Угол (аЬ) 
больше. 30. 1) / ( е е )  =  45°, /(Ь с) =  15°; 2) /(с с )  =  40°, /(5 с )  =  20°;
3) /(а с )  =  /(Ьс) =  30°; 4) /(а с )  =  24", /(Ь с) =  36". 33. Не существует. 
84. Одна. 36. 1) 1,2 м; 2) 2,4 см. 38. 11 см. ЗУ. 100°. 41. Р<2 =  б см, ЯК  =  
=  3 см, Р В  =  7 см. 42. / Л  =  40°, / Б  =  60°. / С  =  80°. 44. В А  АВС: 
А В  =  5 см, ВС — 6 см, АС  =  7 см. 46. Нельзя. 47. Не может.

§ 2.
1. 150“, 135'', 120°, 90°. 2. 1), 2) не могут; 8) могут. 4 . 1) 105° и 75°;

2) 110° и 70°; 3) 45“ и 135°. б. 1) 72° и 108°; 2) 5<° и 125°; 3) 55° и 125°; 4) 88' 
и 92°. 6 . 150°, 160°, 30°. 7. 130°. 9. 144° и 36°. 10. 65° и 115°. 11. Все углы 
прямые. 13. 1) Не может; 2) не может. 14. 1) 20"; 2) 60°; 3) 90°. 16. / ( а хЬ)= 
=  120°, / ( а хс) =  150°, /(Ь с) =  30°. 17. 1) 110°; 2) 175°; 3) 170°. 18. 1) 15°;
2) 26°; 3) 8Ь°. 19. 1) 120°; 2) 150°; 3) 178°. 21. У к а з а г  и е. Воспольз;-й- 
тось результатом задачи 20 и теоремой 2.3. 22. 1) 155°; 2) 185°; 3) 105°. 
23. 2) У к а з а н и е .  Соедините отрезком точки А  и С и воспользуйтесь 
у вержггньем задачи 23, 1).

§ 3.
10. 0,3 м. 11. 3,5 м. 12. 1) 3,2 м, 6,2 м, 6,2 м; 2) 7,2 м, 4,2 м, 4,2 м.

21. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь свойством медианы в равнобедренном 
треугольнике. 25. 16 м. 26. 15 м. 29. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь ут
вержденном задачи 28. 38. У к а з а н и е .  Продлите медианы не их длину.
40. У к а з а н и е .  Продлите медианы на их длину.

§ 4.
2. Углы А В гС\ и АС1В1 и  углы ББ1С, и СС^В, внутренние односторон 

ние, а углы А В 1С1 и СС^Вг и углы В В 1С1 и АСЛВ, внутренние накрест леж« 
щие. 8. 105° и 75°. 9. 75°. 10. Три угла по 72° г:аждый я четыре угла по 108° 
каждый. 11. Не может. 13. 90°. 14. 1) 100°; 2) 65°; 3) 35°; 4) 35°. 16. 1) 30°, 
60°, 90°; 2) 40°, 60°, 80°; 3) 45°, 60°, 75°; 4) 48°, 60°, 72°; 5) 50°, 60°, 70°.
16. Не может. 17. Не может. 18. 1) 100°; 2) 70°; 3) 36°. 19. 1) 60°; 2) 30°;
3) 75°. 20. 40°, 40°. 21. 70° и 40° или 55° и 55°. 22. Два угла раинь 120° —

— - | а  и одип ~ а  — 60°. 24. 1) 130' — (а +  Р); 2) 90“ +  25. 110°,
36°, 36°. 26. 60°, 30° и 90°. 27. 110°. 29. а . 30. Углы А  А В В : /_А  =  а , / В  =
- 90°, / В  =  90° — а , углы ДС ВВ. / В  =  90°, / В  =  а  +  р — 80°, / С  =

=  180° — а  — р. 32. 60°. 33. / В  =  | - / А ,  / . Е  -  ^ / С ,  /В В Б  =  / В  +

+  -^ ( /-А  +  /С ) .  34. 140°, 10°. 36. 90°, 45°, 45°. 37. / В  =  90°, / В  =  60°, 

/ А  =  ЗОР. 38. 150°. 39. 90°.

« 1.
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§ Б.

1. У к а з а н и е .  Отложите на луче отрезок, равный радиусу. 2. См. 
вадачу 1. 5. 60!. 6. 120". 7. Не может. 9. 30°. 10. 60° и 120°. 11. 70 см, 10 см. 
12. Не могут. 13. 1) Не могут; 2) не могут. 25. У к а з а н и е .  Начните с 
построения равностороннего треугольника. 27. У к а з а н и е .  В искомом 
треугольнике продли, в медиану на ее длину. 32. У к а з а н и е .  Начните с 
построения высоты. 39. См. задачу 42 § 4. 37. См. задачу 36. '5. У к а з а 
н и е .  Центр искомой окружности лежит на биссектрисе угла. 46. 10 см. 
47. 5 см. 50. См. задачу 49. 52. а  или 180°— а. 53. 150°. 54. У к а з а н и е .
1) Точка касания, данная точка и центр окружности явлдхтся вершппами 
прямоугольного треугольника. 2) Сведите решение вадачи к предыдущей, 
иострс ив вспог'огьте; :ьную окружность, концентричную одной из данных, 
радиусог', равны и сумме или разности радиусов данных окружностей. 59. 
У к а з а н и е .  Воспользуйтесь свойством углов, вписанных в окружность. 

§ 6.
3. Три. 4. 10 м. 5. 3 см. 7. ВС =  АО =  4,8 м. 8. 40°, 140°, 140°. 9. 115° 

и 65°. 10. Не могут. 11. 60°, 60°, 120°, 120°. 12. 1) 40°, 40°, 140°, 140°; 2) 50°, 
50°, 130°, 130°; 3) 80 ’, 80е, 100°, 100°. 13. 1) 55°, 55°, 125°, 125°; 2) 35°, 35°, 145°, 
145°; 3) 20°, 20°, 160°, 160°. 16. В Е  =  9 см, СЕ  =  6 см. У к а з а н и е. До
кажите, что треугольник А В Е  равнобедренный с основанием А Е . 17. 0,6 м 
и 0,8 м. 18. А В  — В В  =  1,1 м; А В  =  0,8 м. 23. 60 см. 24. 10 см и 18 см.
25. 12 сы, 20 см. 26. 12 см. 27. 10 см и 25 см или 7,5 см и 18,75 см. 30. 80° 
и 100°. 32. 60° и 120°. 35. 4 м. 37. 2 м- 33. 2 м. 39. 4 м, 8 м. 40. 1 м. 41. 
10 см. 42. 4 см, 5 см, 6 см. 43. 6 см. 44. 6 см, 5 см, 5 см. 48. 5 м, 6 м. 49. а +  
+  Ь. 52. 3 м, 4 м. 54. 70° и 110°. 55. 1,7 м. 56. 24 см, 36 см. 57. 60° и 120°. 
58. 15 м. 59. Зсм. 61. 4 м, 6 м. 62. 2,2 м. 63. 9 см и 5 см. 64. а. 65. У к а з а 
н и е .  Постройте сначала треугольник, две стороны которого равны боковым 
сторона а трьпецми, а третьи — разности оснований. 66. У к а з а н и е .  
Постройте сначала треугольник, две стороны которого оавгы диггоналям 
трапеции, а тпетьи — сумме ее оснований. 68. У к а з а н и е .  Воспользуй
тесь свойством углов, отложенных в одну полуплоскость (теорема 2.4).

§ 7- а
3. Б м и л иуТ м . 4. 1) 5 см; 2) 17 дм; 3) 6,5 м. 5. 109 см. 6. 7. Нель

з я  р. ц  1 5  см, 20 см; 2) 60 м, 80 м. 11. У к а з а н и е .  Искомый
3 3

отреза к — высота прямоугольного треугольника, основание которой делит 

гипотенузу на отрезки а и Ъ. 12. У  116 м 10,8 м. 13. — Уа^ +  Ьг. 14. 32 гм,

60 см. 15. 15 см. 17. - - 18- 24 см. 19. 36 см, 54 см. 20. 25 сы лли 11 см.
2

168
22. 1) 24 см; 2) 24 см. 23. 12 см, 11,2 см, —  см. 24. 13,44 сд. 25. 2) Нельзя.

26. 10 сг, 6 см. 27. |  23- Л ^  см* Г =  ^  СМ> 29> 9°° “
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а соз сс, а в1п к. 30. 90° — к, —— ,  . 33. 1) вхп 16° =  0,2756, соз 16° =
18 сс вхп а

=  0,9613; 2) зш 24°36' =  0,41еЗ, соз 24°36' =  0,9092; 3) 31п 70°32' =  0,9428, 
соз 70°32' =  0,3333; 4) вхп 88 49' =  0,9998, соз 88°49' =  0.02СЗ. 34. 1) .г =  
=  1°; 2) * =  30°6'; 3) х  =  47°3'; 4) х  =  86°9'. 35. 1) 10° =  0,1763;
2) 18 40°40' =  0,8591; 3) *8 50°30' =  1,213; 4) 18 70°15' =  2,785. 36. 1) х  =  
=  17с’53'; 2) х  =  38°7'; 3) х  =  80°4б'; 4) х  =-■ 83°50'. 37. 31°25'; 31°25'; 
117°10'; 23,8 см. 38. 34°10' и 55°Б0'. 39. 51°. 40. 11646' и 63°44'. 41. 29°52'

п 150°8'. 42. 12 м, 45°14'. 43. 60°16'. 44. 45. 1) а) 5; 36°52'; 53°8';

б) 41; 12°41'; 77°19'; в) 29; 43°36'; 46°24'; г) 61; 10°23'; 79°37'. 2) а) 12; 22°37'; 
67°23'; б) 24; 16°16'; 73°44'; в) 15; 28°4'; 61°56'; г) 13; 81°12'; 8°48'. 3) а) 70°; 
0,68; 1,88; б) 39°40'; 3,08; 2,55; в) 19°24'; 7,55; 2,66; г) 13°39'; 15,55; 3,78.
4) а) 59°33'; 5,92; 5,10; б) 49°12'; 7,65; 5,79; в) 29°2Б';8,04; 3,95; г) 22°; 9,71; 
3,64. 46. 1) соз8 а; 2) з т 8 а; 3) 2; 4) ап 3 а; 5) 1; 6) в т 2 а; 7) 1; 8) в1п2а;

12 12 8 8
9) 1 +  а. 47. 1) зхп а =  —, 18 а =  — ; 2) вхп а =  —, а =  —; 3) вхп а = 0 ,8 ,

13 5 17 15
4 4 3 9 40

18 а  — — . 48. 1) соз а  = —, а  — —; 2) соз а  =  —, 18 а  — —?
3 5 4  41 9

3) соз а  =  0,6, 1й сс =  —. 50. . 51. г =  — -==, В =  — . 52. 29 см.
6 3 2 2 ^ 3  У  3

,  У 3 — 1
53. (У Т  —1) м ~  0,732 м,   —  м =  0,517 м. 54. 60° и 120°. 55. 60°, 60°,120°,

У г
120°. 56. 1), 6) а; 2), 3), 4), 5) р. 57. ВС. 58. /_А. 59. 6 м. 62. Не мо кег. 
63. 2 м. 67. Точка пересечения отрезков А В  и СИ. 68. Не могут. 71. В  — й, 
В  г  й . У к а з а н и е .  Воспользуйтесь неравенством треугольника. 72. 
й + Л ,  й — В . У к а з а н и е .  Воспользуйтесь неравенством треугольника. 
73. Не могут. 74. Не могут. 75. У к а з а н и е .  Сравните расстояние между 
центрами окружностей с их радиусами. 76. Не могут.

8 8.
3. 2. 4. 3. 5. (2, 0). 6. (0, 3). 7. Прямая, параллельная оси у. 8. Две 

прямые х  =  3 и х  =  —3. 10. Положительную. 11. 4 (3). 12. 5. 13. х  =  2. 
14. х  =  —2. 15. Прямая, содержавшая биссектрисы I и III четвертей. 16. 
Прямая, содержащая биссектрисы II и IV четвертей. 18. (0, —2). 19. (1, 1). 
20. (3, 3). 23. 1) 2; 2) 4. 25. А В  =  Б, АС  =  10, ВС =  5. 26. Точка В. 
28. (3, 3) и (15, 15). 29. (3, 4), (—4, 3), (0, 5). ЗС. (5, 12) ч (5, —12), (5, —12) 
и ( - 5 ,  - 1 2 ) .  31. ж2 +  (у — З)2 =  13. 32. (х +  4)2 +  (у — З)2 =  25. 34. См. 
задачу 33. 35. 1), 3), 4) нельзя, 2) можно. 36. (—2, 0) или (4, 0). 37. (7, 0) 
и (1, 0). 38. (2, 2) и (—2, —2). 39. (х  — I)2 +  (У — 2)2 =  4. 40. (х +  З)2 +  
+  (у — 4)2 =  25. 43. х  +  у =  2. 44. 1) (—3, 0), (0; —1,5); 2) (4, 0), (0, 3);
3) (—2, 0); (0, 3); 4) (2,5; 0), (0, —5). 45. (—1, 1); (3, —2). 46. 1) Ц, —2);
2) (2, 4); 3) (0,5; —2). 48. 1) х  +  у =  Б; 2) З.г +  Юу =  2; 3) х  +  6у =  —13.
49. а =  Ь =  —. 5Э. —3. 51. ±  У 2. 52. У к а з а н и е .  Найдите точх-у 

3 *
пересечения двух прямых и проверьте, лежит ли она на третьей прямой.

54. у =  3. 56. вхп 120° - }-Л~, сов 120° =  — —, *8 120° =  — УТ; вхп 135° =2 2>
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4§ 150° =  —у = г . 57. б1п 160°= 0,3420; соз 140°= —0,7660; 4  ̂ 130°=—1,192.

58. 1) з т  40° =  0,6428; соз 40° =  0,7660; 4§ 40° =  0,8391; 2) з т  14°36' =■ 
=  0,2521; соз 14°36' =  0,9677; 14°36' =  0,2605; 3) з т  70°20' =  0,9417;
соз 70°20' =  0,3365; 1е  70°20' =  2,798; 4) з т  30°16' =  0,5040; соз 30°16' =  
=  0,8637; 30°16' =  0,5836; 5) з т  130° =  0,7660; соз 130° =  —0,6428;
4§ 130° =  —1,192; 6) з т  150°30' =  0,4924; соз 150°30' =  —0,8704; Ь§ 150с30' =  
= —0,5658. 59. =  11°32' или 168°28'; а 2 ~  134°26'; а в =; 158°12'. 60. 1)

йп  а =  12  а  =  2 У 2; 2) з т  а  =  а  =  ~ У З ;  3) зхп а  =

1 1  д
4{* а  = 1 ; 4) з т  а  =  —, 4§ а  =  — ' /— ■ 61. 1) соз а  =  0 ,8 ,4§ о; =  —; 2) соз а =  

2 у 3 4
2 2 1 1  1

=  ——д—. 48 а =  3) СОЕ а =  18 а 1 илл со8 а  =  уг$
5 12 ■48 а  =  1. 62. з т  а  =  —, соз а  =  — —.
13 13

§ 9.

12. 1) Не могут, 2) не могут. 15. Не может. 20. Отрезок. 21. Прямая. 
22. Бесконечное множество. На прямой, п ряллельной данным и равноот- 
стопдей от них. 23. Трн. 25. Две. 26. Бесконечное множество. 29. У к а 
з а н и е .  Воспользуйтесь преобраг эьанием симметрии относительно данной 
точки. 30. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь симметрией относите." ьно пря
мой Ь. Ь5. Окружность. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь гомотетией отло- 
сителы о общего конца хорд. 38. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь гомоте
тией относительно вершины треугольника, противолежащей данной стороне.
39. 0,8 м; 1 м.; 1,2 м. 40. 10 м, 25 м, 20 м. 42. 13,6 см. 43. АС  =  4 м, =  
=  14 м. 44. АС — 24 см, А 1С1 =  18 см, В1С1 =  15 см. 46. 15 см, 20 см, 25 см. 

аН
47. 21 см. 49. ----------- . 50. А ^  =  1,2 м; АС  =  3 м. 51. 1) Не подобны;

а +  А
2) подобны. 52. 1) Подобны; 2) не подобны. 53. 1) Подобны; 2) не подобны. 

т 27
5 5 . — . 56. 4 см. 57. —. 58. 1) 14 см; 2) 6 дм. 59. У к а з а н и е .  На одной 

п  28
стороне угла отложите от его вершины отрезки а и Ь, а на другой — отрезок с. 
Пр >ведите через конец отрезка а прямую, параллельную прямой, которая 
проходит через концы отрезков Ь и с. 60. Подобны. 61. 1) да; 2) да; 3) нет.

Ъс
62. 1 м, 2 м, 2,5 м. 63. 6,5 м, 5,5 м. 64. :=42 м. 66. ~ ■ . 67» ш I п. 68. п *о — с
: т. 69. АС  =  18 м. У к а з а н и е .  Треугольники АС1) и СВА  подобн и. 

70. т : п. 71. 15 см, 18 см. 72. 4,5 см. 7! 

задачу 76). 78. = 82 ,4  км (сы. задачу 76).

=  сов 135° =  — 1В 135» = _ 1; 81п 150° =  ссз 150 =  —

70. т : п. 71. 15 см, 18 см. 72. 4,5 см. 73. - -----— . 77. =225,8  км (сы.
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1. (1, —1), (2, —1), (1, 1). 2. 1) а  =  Ъ =  2; 2) а =  — 3, Ъ =  8; 3) в =  
=  Ь =  1. 4. 1) Не существует; 2) супествует. 7. Одинаково направленные 
лучи: А В и НС , ВС и ЛО , СН и ВА, НА я  С В. Противоположно I апоавленные 
луеи: АВ и СН, БС и НА, НС с  ВА, АН и СБ. 8. Векторы АВ, АС и ВС оди
наково направлены, вектор ВА и лу»бой и“ векторов АВ, АС, ВС протво- 
г  ->ложно направлены. Я . См. задачу 10. 14. т  =  ± 12 . 15. п — ± 7 .  17. 1) 
(3, —5)? 2) (—О ) ;  3) (Т70); 4) ( -Л Л );  5) (175). 18. 1) ГОД); 2) (Л 5 Л );
3) (1, —1); 4) (—1, Т); 5) (—1; - 2 ) -  20. 1) 5; 2) 10; 3) 13. 21. 1) 13; 2) 10;
с ) 17. 24. 1) Г ( 6 ,  8); 2) Ь ( — 6, —8). 25. 1) (—6, —8); 2) (9, 7); 3) ( 1 2 7 7 ) .

1 Ь
28. 1) 10; 2) 13; 3) 15. 27. 1) 15; 2) 39; 3) 30. 28. 1) 4 —; 2) ± 1 ; 3) ± —.

2> 13
30. Векторы а п с  од: каково направлены, векторы Ь и й противоположно 
направлены; |а| =  |й|, |Ь| =  |с|. 32. п =  2. 33. Ктиничные векторы а, с, й;
векторы а  я  А коллинеарны. 34. (3,6; 0,8), 37. (2, —8). 38. Я =  —5, р  «= 4.
40. 80е. 41. У 3.42. 30°. 43. соз А =  0,6; сов В =  0; соз С =  0,8. 44. , / А =

 ̂ 1 __
=  30°, /_Р =  60% / С  9С% 46. /п =  — —. 48. Я =  ——. 53. 1) О Х  =

3 2
__ ра +  

р +  Л

§ 11.

2. та =  2 (Ь2 +  с2) — а2, геЛ =  ~ У -2 (а2 +  с2) — &2. т г =

=  — У  2 (а2 4- Ь2) — с2. 3. —У  с2 й2 ±  2сА сов а. 4. ) Л 2 4- V1 4  2а^ сов а.
2 2

  5 33 3
7. 13 милн 1^1513 м =2 38,9м. 8, , — .1 0 . Польше отр ,зок А 0 . 12. Сто-

13 65 5
рона АВ наибольшая, сторона ВС  наименьшая. 13. ^ о л  Б наибольший,
угол С наименьший. 11. Бокоьая с . .  рона больше. 20. Сторона А В  увели*>н-

„  АС Б1П й
ьается. 22. Н* "ожет. 23. Не _оже:, 24. А В   ----------------- . 25. х  =

81П (с. +  Р)
а в!п а  я п  Р

§ 10.

в т  (а — р)
1) а  =  1С5°, Ь х  2,59, с ~  3,66;
2) а  =  45% Ъ 17,98, с =  14,64;
3) а  =  20°, Ь =; 65,78, с ^  88,62;
4) у  =  119% а == 16-69, с 24,83;
5) -у =  68% а 13,57, Ь =; 11,22.
1) а  =  79°б', Р =  40Г М , с ~  10,5Е;
2) В г  11г2% Р =; 38°58', с 28,02;
3) Р «  26°45', ■у =; 58°15', а =; 19,92;
4) Р =  20°30', ■у =  1:°30', о =  22,92;
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5) а  ~  16°5Ч)\ У =  11°40', Ь =  53,41;
6) а  ~  129°Б0',. “У =  35°10', Ь =  8,09.

28. 1) с =  8,69, Р =  21°9', Т =  38°51';
2) с =  19,63, Р =  12°53', Т =  29°7’;
3) с =  22,30, Р =  5°85', у =  Ю°25'.
4) Решения не Ш'еег.
5) с =  11,40, Р =: 41°49', V =  108°11'

или с =  2,46, Р =  138°11', Т =  11°49'.
29. 1) а  ~  28*57', Р ~  48°34', у =  104 °29';

2) а  ~  53°35', Р =  13° 18', V =  113°7';
3) а  =  34°3’, Р =  44°25', у =  101°32';
4) а ~г 38°Р8\ Р =  92°50', у =  48°32';
5) а  =  14°58', Р «  11°. у  =  , 54°2/;
6) а  =  135°35\ Р =  15‘30', у  =  28°55'.

з а н и е. Выразите оба ряд..уса через сторону треугольн”ча. 19. а \

30. У к а з е  иие .  Во пользуйтесь задачей 2.

§ 12.
2. В г - Я ,—а. 6. Не южет. 9. 36°, 72°, 108°, 144°. 10. 1) 8;

2) 12. 11. 1) 10 сторон; 2) 15 сторон. 12. У к а з а н и е .  У этого
п-угелы чка все стороны равны, все углы равны. 13. У к а з а н и е .  У этого

л-уголышка все стороны равны, все углы равны. 16. —л (га — 1). 18. У к а-
2

2

У к а з а н и е .  Найдите сначала радиус окружности. 20. 2 ) /б  дм. 21. 2 см. 
22. см. 24. У к а з а н и е .  Воспользуйтесь теоремо® -осинусов. 25. У к а 
з а н и е .  Сначала с помощью задачи 73 § 9 найдите сторону 10-угольника, 
а затем по теореме косинусов — сторону 5-угольннка.

26.

27. Л / + + * .  28. Ь = ----- — ------ . 29. а =  .
У  4 V —  а2 I 4В‘ +  Ь2

30. У к а з а н и е .  Впишите сначала правильный шестиугольник. 31. У к а- 
з а п и е .  Опишите сначала квадрат. 32. 1) 62,8 м; 2) 94,2 м. 33. 6,28 мм.
34. =  3,06. У к а з а н и е .  Воспользуйтзсь результатом задачи 23. 35. 
=  3 11- У к а з а н и е .  Воспользуйтесь результатом задачи 24.

л  V* л  л
36. =  6366,2 км. 37. = 6 ,3  см. 38. 1) -------— ; 2 ) ---------— ; 3)— . У к а-

2 +  ) 3 1 +  У2 3
з а я и е. Центры кругов являются вершинами прошивного л-угольнпка. 
39. 1) В  (3 +  2 3); 2) Н (1 +  >г2); 3) В.  У к а з а н и е .  Центры кругов
являются верш снами правильного га-уголькика. 40. =  351,9 м/ыин. 41.
1) 300 и 60°; 2) 230° и 130°; 3) 190' и 170". 42. 1) 120°; 2) 90°; 3) 72°; 4) 60"; 
5) 240°; 6) 270°. 43. 31". 44. 1) =  0,79 м; 2) =  С,52 м; 3) =  2,09 м; 4) =  0,80 м;

ла яа 2яа
5) =1 ,06  м; 6) =2,63 м. 45. 1) — ; 2) ' У к а з а н и е .
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По хорде и соответствующе' 13 центральному углу найдите радиус окружно

сти. 4Ь. 1) —4; 2) 2  У ^ .1; 3) ? 1. У к а з а н и е .  Найдите сначала ра-
Л Л 2я

л л л
диус окружности. 47. 1) —; 2) —; 3) —.о 4 о

§ 13.
а3

1. У к а з а н и е .  При” 5яите теорему Пифагора. 2. =  180 м. 3. 3  =  — .
2

4. В два раза. 5. Площадь увеличится в 0 раз. 6 . В 5 раз. 7. 8 м, 18 м.
8 . 12 дм, 25 дм. 9. 30°. 10. Квадрат. 11. 200 см2. 12. 202,8 см2. 14. / 1 5  см.

17. / С  =  90°. 18. =  0,47 м2. 19. 5,64 м2. 20. -  51- К81П  ̂ . 21. У к а з а -
2  в!н (а  4- Р)

а2
н и е. Воспользуйтесь утверждением задачи 16. 25. 4800 м . 26. ---- . 27. 6 см.

4

29. а* У 8 . 30. ЗД2 ^ 3- . 31. 600 см2. 32. 55 см, 48 см. 33. 84. 34. 11,2.

65 65
35. 480 см2. 36. 540 м2. 39. 1) Л =  —, г =  4; 2) В  =  —, г =  1,5; 3) В  =8 8

145 7 35 1 / 6=  — , г =  —; 4) В  =  - 7 =  «  3,6; г =  1Л . =  1,2. 40. 4,5 см. 42. В  =  
6 3 / 9 6  2

12
=  29 см, г =  12 см. 43. — . 44. 1) 20 л см2; 2) 12 л м2; 3) я (а2 — Ь2). 

4я
Л 4л 2ТС

45. 1) В 4 раза; 2) в 25 раз; 3) в т 2 раз. 46. 1) — ; 2) —7 =; 3) — 7= .
2 3 у 3 3 ) 3

1  ЛЯ2 ЛЯ2 5лЯ2 2ЯЯ2 5ЯЯ2 11лЯ2
47. —. 48. 2. 49. 1) — ; 2) — —, 3) — 4) —— ; 5) —— ; 6) —  .

4 9 4 12 3 6 12

50.

3)
1} Т"* 2) Т '  51‘ ( 'з ’~ ^ т ~ )* 52* 1) {п~ 2)П2’ 2) (п — ■ п ) д8;

§ 14.
2. Можно. 6 . У к а з а н и е .  Возьмите точку в другой плоскости и 

проведите через нее и данную прямую плоскость. Примените к этой плоско
сти аксиому параллельных. 10. Четыре плоскости. 12. См. задачу 11.

§ 15.

4. 1) 6 м; 2) 4,2 дм; 3) 6,2 см; 4) 5. 1) 1 м; 2) 0,6 дм; 3) 2,1 см;

1а — Ь| / Ь \
4) —  ---- . 6 . 1) 37,5 см; 2) 9,9 см; 3) 15 см; 4) с /1 --|-----1. 7. 1) 7 м; 2) 2 м;

Ьс3) а +  с — Ь. 8 .Нельзя. 12. 1) 5 см; 2) 3 см; 3) 8 см; 4)  . 16. Не мо-
а +  с

гут. 19. См. задачу 16. 20. Не всегда. См. задачу 16. 26. Решения нет, если 
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точка лежит в плоскости прямых 32. А 1В1 =  я. 35. У к а з а н и е .  Сравни
те отношение отрезков двух произвольна х прячмх: Х гХ гХ я и У ,У  «Уд.
37. Окружность. 38. Окружность. 40. Средней линией. 41. Не ложет.
42. Может. 43. У к а з а н и е .  Отношение отрезков сохраняется. 44. У к а- 
з а н и е. Проекция перпендикулярного диаметра проходит через середины 
хорд, параллельных проекции данного дла: [етра

§ 16.

2. См. задачу 1. 3. 1) 6,5 см; 2) 15 см; 3) У  а- — Ь2 +  й2;

4) У а2 — с2 +  2а2. 8. я У г *  . Окружность. 12. 6 см, 15 см. 13. 15 см,

41 см. 14. 4 см, 8 см. 15. 9 см. 18. У  Ь2 — о2. 19. \ ГЬ2 -р е'2 — а2. 20. 0,36 м или

0,44 м. 23. 1) 4,25 см; 2) 6,75 см; 3) — -̂ .  24. 1) 1,05 см; 2) 0,65 см;

| л — Ь | атп
3)    . 25. 0,6 м . 26. 0 м. 27. --------  (тп соответствует основанию, через

2 тп -\- п

которое проведена плоскость). 28. 29. 2,6 м. 30. ~  3,9 м. 31. ~ ^ /я2—

33. 2,5 м. 34. 6 м. 35. 14 см. 36. У  я2 +  62. 37. "|/ а 2— ^ - .  38. Длина

перпендикуляра У  2 а2 — Ь2, длина стороны У  Ь2 — «а. 39. У  а2 +  Ь2 — с2,

У<? — а2, У  с2 — Ь2. 'О. У  2 Ь2 — я2. 41. 2 м. 42. У  2 м. 43. 2 У  2 м. 44. 6 м.
45. 5 м, 3 м. 46. 1 м. 47. 2,5 м. 48. 6,5 м. 49. У  а2 +  с2 — >2. 50. В1> =

=  У  а2 +  Ь2 +  с2, СП =  У а 2 +  с2. 51. 1 /  Ь2 +  с2 — Ь1 .  53. У к а з а -
г аг

н и е. Прямые, перпендикулярные плоскости, параллельны. 54. 1) 11 м;
2) 13 м; 3) 8 м; 4) 7 м; б) У  а2 +  Ъ2 +  с2; 6) У  а2 +  Ь2 — с2. 65. У  а2 +  Ь2.
56. У1Ё& м. 57. 4 м. 58. 1,3 м. 59. 1,7 м.

§ 17.
2. (1, 0, 0), (0, 2, 0), (0, 0, 3); (1, 2, 0), (1, 0, 3), (0, 2, 3). 3. Расстояние 

от плоскости ху  равно 3, от плоскости хг равно 2, от плоскости уг равно 1; 
расстояния от осей х, у, г  соответственно равны ] 13, УТб, У  5; расстояние 
от начала координат равно У Н .  5. (2, 2, 2) и (—2, —2, —2). 6. С (0, 0, 0). 
7. х  +  2у +  За =  7. 11. В  (0, —1, 3). 12. 1) В  (6,2, —2); 2) В  (0, —2,2);
3) В  (—1, 7, —2). 16. (—1, —2, —3), (0, 1, —2), (—1, 0, 3). 18. (—1, —2, 1).

Я Я я  У з
19. 1), 2), 4) не существует; 3) сущгствует. 21. 1) ~7 =г; 2) —; 3)

}  2 2 2
X 2______________________

22. 30° 23. 13 м. 25. 1) сое а  =  —; 2) сов а  =  —. 26. 30°. 27. я Г 5. 28. я У 2.14 21
29. 30°. 30. Зя. 31. 3,36 м. 33. 1) В  (—2, 3, 0); 2) В  (2, 1, —2). 34. 1) п  =

=  —, п  =  —■; 2) /п =  —2, и = - —2,5; 3) /п =  4, п =  6. 36. 1) п =  —; 
3 2 3
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2 ) л =  —1; 3) п =  2; 4) п  =  4. 87. е =  1. 38. / а 2 +  Ь2 +  с* +  |о| • |Ь|.

30. 1) соа «р =  г^=-; 2) ср =  90°. 41. соз С =  " | / " 42.  соз ср=соз а  . соз р.
созр — соз2а  , - 7 2  1 2 \  - Г  2 1 2 \

43. 60°. 44. возФ =  Рв.Х -  45. - у }  или е ^ - у ,

46. 7^— у у ,  у у ,  — 47* а1 =  =  °* °э Ф  0. 48. а =  Ь =  0, е ф О ,

4 Ф  0. 50. 1) Зх — у — г +  6 =  0; 2) Зх +  Зу — 2г — 5 =  0; 3) х  — 5у +

Зе — 38 — 0. 51. I | , I I, I I. 55. к " Ха, I 1 ХЬ, тл == Хс, X ^  0.
| а | | Ъ | | с |

56. кх  +  1у Ч- тг =  0. 57. 1) (2, 1, —2); 2) (4.5; 1,5; 0,5); 3) (—2, —7, —28); 
/ 2  2 1 \

4) I —, —, — — I. 58. У к а з а н и е .  Сложите почленно первое и третье \ 3 3 3 /
уравнения. 59. 1) с =  0, 3 Ф  0: 2) с — д =  0. 60. с =  0 (см. задачу 59). 
81. У к а з а н и е .  Найдите какой-нибудь вектор, перпендикулярный век
тору (2, 3, 1). 62. У к а з а н и е .  Найдите вектор, перпендикулярный век
торам (2, 3, 1) н (1, 1, I).

§ 18.

2 соз а
2. 60°. 4. соз ср = ------, соз Р =  ------- . 5. 144 см . 6. 7,5 см. 7. 12 см.

усоз—
2

сх 7о2 ,—
9, За2. 10. соз * =  / 3  18 — . 11.   . 12. 22 см. 13. в  У 2 .  14. 12.15. 2 м.2 8 соз а

13. 4 м. 18. 45 см2. 19. 1) 3аЬ +  2) 4аЬ +  2а2; 3) 6аЬ +  За2 / 3 .

20. ЗР У З .  21. 1) 3; 2) 7: 3) 11. 22. 13 м, 9 м. 23. а | / " | . .  25. 2а, а / 2 .

26. 2 м2. 27. 2 м2, 3 м2. 29. 1464 см2. 30. 2 У  М 2 +  2^Ь2. 31, 188 м’
1 гЛ"— 18 сх, 18 сх2 =  18 схэ =32. = 2 6 2  см2. 34. 3 см. 37. 11 м. 38.18 « 1  =  — 12 а > 18 а 2 =  1в а э =  ?_ 3.  18 «•

а 18 Р Л— _ За2Н
39. ------- . 40. 2 У  3 см. 41. -———  — г-. 42. 9 см. 43. 5 см, 6 см. 44. соз х  —

2 4 / а ! + 3 й 2

=  18 - | . 4 5 . 1 )  2). ^ Ь 2 - 3 )  / б2 -  а2. 48.1) | / А 2 +  р ,

2) | Л 2 Ч ! 3) У  к2 +  Ё |!. 47. 1) (а Ч- У  а2 Ч- 12Й2); 2) о (в  +

Ч -^ о 2 Ч- 4Л2); 3) у  (а / Т  Ч- / З а 2 Ч- 4Л2). 48. 2г (г / Т  +  У  За2 — г2).

49. 1,8 м, 4 м. 50. За2. 52. соз ср =  — . 53. 16 см и в см или 12 см и 8 см.В
54. У  2 см. 55. 26 м8. 56. 540 см2. 57. 10 м2. 59. 9 см. 80. 1 дм. 61. 6 см.

62. 2 см. 63. ----  , 64. 20 / 2 .  65. 24 м2, 30'. 66. 168 м2. 67. 1) О  (а2 +
4 4
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+  Ь® -ь (о +  Ь) У 1 2 Л2 +  (о — ьуу, 2) я® +  Ь* +  (о +  Ь) /4й®  +  (о — Ь)2; 
3

3) — ( У з  (о® +  Ь2) +  (а +  Ь) / 4 Г  +  3 (а — I)2). 71. 109°28'. У к а з а 

н и е .  Докажите сначала, что в каждс" вершине октаэдра сдоди.ся две пары 
перпендг-сулярных ребер. Затем примените формулу задачи 4.

§ 19.

1. Б м. 3. 36 си®. 4. 3 дм- 5. 3 дм. 6. х =  —. 8. 10 м. 9. 5 м. 10. —.
2 2

№ 1д а г------------------
11. Л2. 13. 5 0 9 .1 4 .  / 1  — 4й2 т . 1а2 п , если а  +  о> <  90°.соз <р

Н  31 Н Е  У 2 „ Н Е  УЗ
16. - т = .  17. — . 18. 3 см. 19. -------- -— - .  20. -------   . 21. 5 м. 22. Л—г.

У 2 * НА-К У  2 Я  +  Л / З

23. а. 2а. 24. 30 дм2. 25. 9 дм®. 26. — +  / т ) 2. 28. 16л м2. 30. — .
4 4

ЯДа
31.  . 32. пЕш 33. ^ 7 8 5  км. 34. 12 см. 35. 12 см. 39. 3 см. 40. 8 см.

4
41. +  42. 5 см. 44. (ж — 2)" +  (у — 2)2 +  (г ±  1)® =  9. 48. 4л м.

/ ч
'2

47. 48. - I X  49. Л 18 у ;  X —, 60. 1) 2

2) 2 ] /  Л2 -  3) 2 / Л 2 -  я®. 51. -  - .  52. Л =
а

о . « ,  1802 8Ш 2а • б!п -----к

“  * — г -  — ; - 7 1 /  т т т ^ - ^ Н Ч ) -4в1п— - ^соза —

§ 20.
1. 6 см. 2. =  8,4 г/см®. 4. 25 см. 5 .1 ,8  г/см®. 6. =  2,29 м. 7. 30 м. 8. Вдвое. 

10. 60 см®. 11. 3 м®. 12. 13. / 2  м®. 14- ^ г 15. 1) 2) а®Ь;

а3
3) У-1а®Ь. 16. 0,6 г/с--8. 17. =192,72 кг. 18. 3 см®. 19. —. 20. 6 ы*. 

2
22. 3060 м®. 23. 6048 ш5,час. 24. 35 200 м®. 25. 48 см®. 26. 12 см®. 27. 2 см.

28 —я*./12а2—Зе®. 20. о® з!п а  ■ з1п Р / соз2а —з!п2 р. 30. 21Аз1пЗа^1п=а.
’ 8 01Г1 Д)  ._____ _

31. а Ъ - У = М . 3 2 .  ^ ^ - р . 3 3 . 1 )  - )  ЗЬ2 - а 2; 2 )  - / « " - 2 а * ;

д\ —  У з  (Ь2 — а2). 34. —а®. У к а з а н и е .  Высота пирамиды равна радиусу 
2 4
о®
2
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1 о3 а 3 У  2  а?У2окружности, вписанной в основание. 35. —Ь . 36. 37. —^ —. 38. —^—■

У к а з а н и е .  Разбейте октаедр на две правильные четырехугольные пирамп- 
ды. 39. 360 м3. 40. 48 см3. У к а з а н и е .  Основание высоты пирамиды совпа
дает с центром окружности, описанной около оснозагки пирамиды.

41. У 11 см3. 43. — — . 4 4 . 1  (о3 — б8) 1{! а . У к а з а н и е .  Восполь-
У ъ -У О з  6

1 4
зуйтесь формулой задачи 42. 45. — (о3 — Ь3)1{! а - 46. —Р соэ а  ■ соэ ?>Х

2 4  3

 __________________  2 А
X У  з т 2 а — соз2 р. 47. —Вв з!л а, з т  Р . з т  (а +  Р) 18 Т- 49. 3—п.-3 у  2

  д
50. =^0,75 мм. 51. =4500 л. 52. В п раз; б / в  раз. 53. 4 : 1 .  54. — ли3.

4

55. = 6 1  кг. 57. =2% . 58. —  |Д3 — г3!. 59. ^  |Я3 — г3!- 60. 14 см.
3 3

а з а н и е.61. 1 — ' еслн г <  62. 2л ~  г,Р~ 12 м3. 63. 9л м3. У к

С3 .---- ;------
Высота конуса равна радиусу его основания. 6ч. - у  4п2Р — с2.

1 яо3 л  о2Ь3
65. — пР  в1п асоз2 а . 66. = 1 ,6  т. 67. = 0 ,35  м. 68. — . 69,3 ... 0X11 .«Л» -  — ---*• — ------- — — 4 з / ^ + Ь 2'

70. =  14 см. 71. =  39 см. 72. 167. 73. 33—%. У к а з а н и е .  Диаметр шара
О

V  2
равен диаметру цилиндра. 74. = 2 1 4 8  см8. 75. -------------В . 76. 45л см3,

л Р 2 3
243л см3. 77. 0,028. 78. 5 : 16. 79. 3528л см3. У к а з а н и е .  Разбейте ука
занную часть шара на цилиндр и два сегмента. 80. 112,5л дм3 или 450л дм3.

81, — пЛ3 (2 — У  3). У к а з а н и е .  Тело является шаровым сектором. 3
§ 21.
1. У  т3 : У  п3. 2. Большая поверхность равновелика сумме двух других.

3. =  40,4 м2. 4. =  116 ма. 5. 75 см. 6. л М  +  2(2. У к а з а н и е .  По площади
д

основание найдите его радиус. 7. =  25,3 м2. 8. =  33,98 ы2. 9.  . У к а-
соза

з а н и е. По площади основания найд-гае его радиус. 10. 2 : 3. 11. 30°.
12. 1 м .  У к а з а н и е .  Длина окружности основания равна длине дуги 
сектора. 13. =  1,04 м2. 14. =  4,3 кг. 15. У к а з а н и е .  Выразите объемы 
тара и конуса через длину образующей конуса. 16. У к а з а н и е .  Выразите 
обе поверхности через сторону квадрата. 17. 180л см2. 18. 512л см2.



СОД ЕРЖ АНИ Е

6 КЛАСС
ПЛАНИМЕТРИЯ

§ 1. Основные свойства простейших геом грнческих фигур
Точка и прямая 4. Основные свойства принадлежности точек и прямых 4. 
Основные свойства взаимного расположения точек на прямой и на плоско
сти 5. Основные свойства измерения отрезков и углов 7. Основные свойства 
откладывания отпезков и углов 9. Существование треугольника, равного 
данному 10. Основное свойство параллельных прямых 12. Аксиомы, теоремч 
и доказательства 13. Вопросы для повторения 14. Упражнения 16-

§ 2. Углы
Смежные углы 20. Вертикальные углы 21. Перпендикулярные прямые 22. 
Доказательство от противного 23. Углы, отложенные в одну полуплоскость
23. Вопросы для повторения 25- Упражнения 26.

§ 3. Признаки равенства треугольников
Первый признак равенства треугольников 27. Второй признак равенства 
треугольников 28. Рагнобедренный треугольник 29. Медиана, биссектриса 
и высота треугольника 31. Третий признак равенства треугольников 32. 
Вопросы для повторения 34. Упражнения 34.

§ 4. Сумма углов треугольника
Признаки параллельности прямых 37. Сумма углов треугольника 41. Пря
моугольный треугольник 43. Существование и единственное!о перпендику
ляра к прямой 44. Вопросы для повторения 45. Упражнения 47.

§ 5. Геометрические построения
Окружность 49- Что такое задачи на построение 51. Построение треугольника 
с данными сторонами 52. Построение угла, равного данному 52. Построение 
биссектрисы угла 53. Деление отрезка пополам 53. Построение перпендику
лярной прямой 54. Геометрическое место точек 55. Метод геометричеекзх 
мест 56. Углы в окружности 56. Вопросы для повторения 59. Упражнения 60.

7 КЛАСС

§ 6. Четырехугольники
Выпуклые четырехугольники 64. Параллелограмм 66. Прямоугольник Ро«.б. 
Квадрат 68. Теорема Фалеса 70. Трапеция 72. Вопросы дня повторения 73. 
Упражнения 74. '
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§ 7. Теорема Пифагора
Косинус угла 78 Теорема Пифагора 79. Соотношения между сторонами и 
углами в прямоугольном треугольнике 82. Как пользоваться таблицами сину
сов, косинусов и тангенсов 83. Основные тригонометрические тождества 85. 
Значения синуса, косинуса и тангенса некоторых углов 86. Изменение з т  а, 
соз а  и 1§ а  при возрастании угла а  87. Неравенство треугольника 88- Вопро
сы для повторения 89- Упражнения 90

§ 8. Дькарювы координаты на плоскости
Введение координат на плоскости 94. Координаты середины отрезка 96. Рас
стояние между точками 97. Уравнение окружности 98. Уравнение прямой 
101. Расположение прямой относительно системы координат 10? Пересече
ние прямой с окружностью 104. Определение синуса, косинуса и тангенса 
дли любого угла от 0“ до 180° 104- Вопросы для повторения 105 Упражне
ния 106.

§ 9. Преобразования фигур
Примеры преобразований фигур 109. Движение 112. Свойства движеи (я 113. 
Равенство фигур 116- Преобразование подобия 117. Подобие фигур 119. Во
просы для повторения 121. Упражнения 122.

8 КЛАСС

§ 40. Векторы на паоскости
Параллельный перенос 127. Понятие вектора 130. Абсолютная величина и 
направление вектора 131. Координаты'вектора 133 Сложение векторов 134. 
Умножение вектора на число 135. Скалярное ппоизведение векторов 137. 
Вопросы для повторения 139. Упражнения 140.

§11 .  Решение треугольников
Теопема косинусов 144 Теорема синусов 145. Решение треугольников 147. 
Вопросы для пов-орения 149- Упражнения 149-

§ 12. Многоугольники
Ломаная 151. Выпуклые многоугольники 153. Правильные многоугочьни- 
ки 154. Длина окружности 156. Центральный угол и дуга окружности 158. 
Вопросы для повторения 159. Упражнения 159.

§ 13. Площади фигур
Понятие площади 162. Площадь прямоугольника 163- Площади простейших 
фигур 165. Площади подобных фигур 168. Площадь круга 169. Вопросы для 
повторения 171. Упражнения 172.

9 КЛАСС

СТЕРЕОМЕТРИЯ
§ 14. Аксиомы стереометрии

Некоторые следствия аксиом стереометрии 176. Вопросы для повторения 177. 
Упражнения 178.

§ 15. Параллельность прямых и плоскостей
Параллельные прямые в пространстве 178. Параллельность пря.иой и пло
скости 180. Параллельно-.ь плоскостей 181. Изображение пространственных 
фигур на плоскости 184. Вопросы для повторения 185. Упражнения 186.

286



§ 16. Перпендикулярность прямых и п.кс:кост-а
Перпендикулярность прямых 189. Перпендикулярность прямой и плоско
сти 190. Перпендикуляр и наклонная 193. Перпендикулярность плоскостей 
1У4. Гасстогние пежду скрещивающимися прямыми 196. Вопросы для повто
рения 197. Упражнения 197.

§ 17. Декартовы координаты и векторы в пространстве
Введение декартовых координат в пространстве 202. Преобразования фигур 
в пространстве 205 Углы между прямыми и плоскостями 207. Площгдь орто
гональной проекции многоугольника 210. Векторы в пространстве 211. Урав
нение плоскости 212. Вопросы для повторения 213. Упражнения 214.

10 КЛАСС

§ 18. Многогранники
Многогранные углы 220. Многогранник 221. Призм: 222. Построение пло
ских сечений 224. Параллелепипед 225. Пирамида 228 Правильные много
гранники 231. Вопросы для повторения 232. Упражнения 234-

§ 19. Тела вращения
Цилиндр 238. Конус 240. Шар 243. Уравнение сферы 246. Вопросы для пов
торения 248 Упражнения 249.

§ 20. Объемы тел
Понятие объема 252. Объем прямоугольного параллелепипеда 253. Объем на- 
к тонного папа тлелепипеда 255. Объем призмы 256. Объем пирамиды 258. 
Объемы подобных тел 260. Объемы цилиндра и конуса 261. Общая формула 
дтя объемов тел вращения 262. Объе..! шара и его частей 263. Вопросы для 
повторения 264. Упражнения 264.

§ 21. Площади поверхностей тел
Понятие площади поьерхности 270. Площадь сферы 270. Боковая поверх
ность цилиндра 271. Вопрос! г для повторения 272. Упражнения 272.

Ответы и указания к упражнениям 274.
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